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Качественный и количественный анализ  

упругопластического состояния вращающегося тонкого диска 

Аннотация. Рассмотрена задача о вращающемся диске с неизменной малой толщиной, находящемся 

под действием равномерно распределенного давления по его контуру. Полные деформации равны сло-

жению упругих и пластических, так как деформации достаточно малы. Пластические деформации и 

напряжения взаимосвязаны законом пластического течения. Рассматривается пластически несжимае-

мое изотропное тело. Выполняется условие непрерывности функции пластичности. Векторы напряже-

ний и перемещений непрерывны на границе раздела упругих и пластических зон. При определении 

пластических зон в зависимости от внешних параметров рассмотрены все возможные режимы условия 

пластичности максимального касательного напряжения. Представлены аналитические выражения для 

внешних параметров, при которых происходит зарождение пластических зон. Графики годографа 

напряжений, представленные в работе, дают наглядное представление развития пластических зон. 
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Введение 

Определение напряжений во вращающихся дисках актуально, так как они использу-

ются в турбинах, генераторах, ротационных плугах, ротационных культиваторах и других тех-

нических устройствах. Работы по исследованию быстровращающихся дисков в простейшей 

постановке задачи были выполнены авторами [11, 16, 17]. 

Для правильного построения технологических процессов интересна оценка нагрузки на 

инструмент, оборудование, при которой объект остается пригодным к использованию. Гра-

ницы значения внешних параметров для модели идеального жесткопластического тела при 

условии пластичности максимального касательного напряжения определяются авторами ра-

бот [1, 15]. В рамках механики сплошных тел рассмотрена задача о напряженно-деформиро-

ванном состоянии в быстровращающемся диске постоянной толщины для условия пластично-

сти Мизеса [3, 4, 14]. Для анализа распределения упругих/пластических напряжений и дефор-

маций внутри вращающихся кольцевых дисков, изготовленных из идеально пластичного ма-

териала, в условиях плоского напряжения используется критерий пластичности Мизеса в со-

четании со связанной с ней теорией пластичности [16]. Рассматриваются задачи расчета плоских 

температурных напряжений в условиях пластического течения максимальных приведенных 
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напряжений (критерий Ишлинского–Ивлева) [2, 7, 9]. Изучается процесс производства не-

обратимых деформаций во вращающемся цилиндре, изготовленном из материала с упру-

гими, вязкими и пластическими свойствами, где в качестве пластического потенциала при-

нимаем обобщенный потенциал Мизеса [8]. Также представлено исследование ползучести 

однородного вращающегося цилиндра с помощью кусочно-линейного степенного потенци-

ала [10]. Другие работы связаны с использованием условия постоянства максимально каса-

тельного напряжения [12, 13, 15, 17, 18].  

Обзор научных изданий, посвященных исследованию напряженно-деформированного 

состояния вращающегося диска, показывает, что в большинстве работ определение напряже-

ний и деформаций проводилось, когда давление на внешнем контуре диска отсутствовало [1, 

3,4, 13–15, 17, 18]. В настоящей статье с учетом условия пластичности максимального каса-

тельного напряжения определяется зависимость материальных параметров и параметров 

внешних воздействий, когда исследуемый объект находится в определенном состоянии.  

Формулировка задачи  

Разбирается осесимметричная задача о вращающемся диске с неизменной малой тол-

щиной. Выбирается цилиндрическая система координат z,, . В центре диска выполняется 

симметрия поля напряжений 
00 ||     . Напряжения в точках, находящихся на оси z0 , 

нет, то есть 0z . На контур диска b  действует равномерно распределенное давление 

bb p | .  

Необходимо определить материальные и внешние параметры, при которых исследуе-

мый объект переходит в пластическое состояние при определенных режимах условия пластич-

ности Треска–Сен-Венана.  

Основные математические соотношения 

В цилиндрической системе координат z,, , с учетом постановки задачи, запишем 

уравнение равновесия [11]: 
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где g22 kbm   – параметр инерционного воздействия,   – скорость вращения,   – удель-

ный вес, g – ускорение, возникающее в результате действия силы тяжести. 
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где E  − модуль Юнга,   – коэффициент Пуассона.  

Выражение, определяющее связь пластических деформаций с условием текучести [6]: 
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где F  – условие текучести. 

В пластической области не происходит разгрузки при изменении нагрузки; интегрируя 

выражение (3), запишем: 
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Деформации во вращающемся диске считаем малыми, поэтому запишем аддитивное раз-

ложение полных деформаций на деформации упругие e

 , e

 , e

z  и пластические p

 , p

 , p

z : 

0)(,,,  z
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Перемещения u определяются соотношениями 
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где u  – радиальное перемещение. 

Условие совместности деформаций:  
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Условие текучести максимального касательного напряжения: 

  ,2,,max kF zz                                                                              (8) 

где k  – лимит прочности при одноосном растяжении. 

На линии перехода исследуемого объекта из упругого в пластическое состояние не про-

исходит скачкообразного изменения напряжений и перемещений: 
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где [ ] – скобка обозначает скачок величин на линии перехода (
1с ) из упругого в пластиче-

ское состояние. 

Годограф вектора напряжений 

Для известных выражений напряжений в области упругого состояния [12] 
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определим константы A , B  согласно сформулированной задаче. Величина 0B , так как 

напряжения в центре диска 0  конечны. 

По условию задачи на контур диска действует давление 
bp , тогда радиальное напряже-

ние bb p | . Следовательно, 
bpmbA 
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Выразим 
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Выражение (11) представляет годограф вектора напряжений ),(  σ .  

Результаты исследования 

Зарождение пластической области в центре диска происходит, если 
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Режимы условия пластичности Треска:

 

.0, kk     

Годограф вектора напряжений при зарождении пластической зоны в центре диска пред-

ставлен на рис. 1а. 

При зарождении пластической области на контуре диска материальные и внешние па-

раметры следующие:  
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Режимы условия пластичности Треска: .0,    kk  

Годограф вектора напряжений при зарождении пластической зоны на контуре диска 

представлен на рис. 1б. 
 

             
а)        б) 

Рис. 1. Годограф вектора напряжений: 

а) зарождение пластической зоны в центре диска 5.4,8.0,2.0  mkpb ; 

б) зарождение пластической зоны на контуре диска .44.4,,1.0  mkpb  

Зарождение пластической области в центре и на контуре диска, режимы условия пла-

стичности Треска
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Годограф вектора напряжения при зарождении пластической зоны в центре и на кон-

туре диска представлен на рис. 2. 

При выполнении режимов пластичности Треска ,0, kk    0,    kk

 пластическая зона в центре диска будет увеличиваться, если 
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Рис. 2. Годограф вектора напряжений: 

зарождение пластической зоны в центре и на контуре диска 5,,2.0  mkpb  

Представим годограф вектора напряжений при росте пластической зоны в центре диска 

(рис. 3). 

         

а)     б) 

Рис. 3. Годограф вектора напряжений: 

а) рост пластической зоны в центре диска: .88.0,5.3,18.0,15.0 1  cmkpb ; 

в) рост пластической зоны в центре диска: .75.0,4,38.0,15.0 1  cmkpb  
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Зарождение пластической области в центре диска, рост пластической зоны на контуре 

диска для режимов условия пластичности Треска
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Годограф вектора напряжений при росте пластической зоны на контуре диска пред-

ставлен на рис. 4. 
 

 

Рис. 4. Годограф вектора напряжений: 

рост пластической зоны на контуре диска .93.0,98.0,09.5,1.0 2  сkpm b  

Одновременный рост пластической зоны в центре диска и на контуре диска при режи-

мах ,0, kk    0,    kk
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Годограф вектора напряжения при одновременном росте пластической зоны в центре 

диска и на контуре диска показан на рис. 5. 

Диск переходит в предельное состояние, при рассмотрении режимов ,0, kk   

0,    kk

 

условия пластичности Треска, когда материальные параметры и па-

раметры нагрузки соответствуют условиям (20): 
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Рис. 5. Годограф вектора напряжения: 

,91.0,56.0,0.5;2.0 21  ссm ,0 1с  .2 bс    

Годограф вектора напряжений, когда дальнейшая эксплуатация диска недопустима, 

представлен на рис. 6. 

 

Рис. 6. Годограф вектора напряжения: 

предельное состояние диска .63.5,,5.0 kmkpb   

Заключение 

Получены аналитические зависимости для материальных параметров и параметров 

внешних воздействий, при которых начинается развитие пластических зон. Правильность 

определения аналитических зависимостей позволяет верифицировать годограф вектора напря-

жений. В данном исследовании учитывалось влияние давления, распределенного равномерно 

на контуре диска, и изменения скорости вращения на формирование пластических зон. Даль-

нейшая работа связана с исследованием изотропного материала, для которого коэффициент 

Пуассона лежит в интервале от 1 до 2,0 .  

 

Автор заявляет об отсутствии конфликта интересов. 
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Qualitative and quantitative analysis of the elastoplastic state of a rotating thin disk 

Abstract. The task of a rotating disk with a constant small thickness, which is under the action of a uniformly 

distributed pressure along its contour, was considered. Total deformations are equal to the addition of elastic 

and plastic ones, since the deformations are quite small. Plastic deformations and stresses are interconnected 

by the plastic flow rule. A plastically incompressible isotropic body is considered. The condition of conti-

nuity of the plasticity function is satisfied. The stress and displacement vectors are continuous at the inter-

face between elastic and plastic zones. When determining the plastic zones, depending on the external pa-

rameters, all possible modes of the plasticity condition of the maximum shear stress were considered. Ana-

lytical expressions are presented for the external parameters at which the nucleation of plastic zones occurs. 

The stress hodograph plots, presented in the paper, give a visual representation of the development of plastic 

zones. 
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