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Динамическая задача термоэлектроупругости  

для круглой жестко закрепленной пластины 

Аннотация: Построено новое замкнутое решение динамической осесимметричной задачи термоэлек-

троупругости для круглой жестко закрепленной пьезокерамической пластины в случае действия на ее 

лицевых поверхностях температурной нагрузки (граничные условия 1-го рода). На основании гипер-

болической теории теплопроводности Лорда–Шульмана определяется температурное поле в конструк-

ции с последующим исследованием связанной задачи электроупругости. Расчетные соотношения, по-

лученные при использовании метода неполного разделения переменных в виде конечных интеграль-

ных преобразований, позволяют определить температуру и напряженно-деформированное состояние 

пластины в случае действия нестационарной нагрузки. Проанализирована особенность использования 

гиперболической теории теплопроводности в пьезокерамических пластинах, показана необходимость 

учета инерционных свойств упругой системы различной толщины. 
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Введение 

В современной практике для контроля нестационарных процессов в измерительных и 

управляющих системах используются пьезокерамические датчики. Их работа в рамках пря-

мого пьезоэффекта дает возможность преобразовать, как правило, механическое или кинема-

тическое воздействие в электрический сигнал [8, 13]. В последнее время широкое применение 

получили тепловые датчики [4, 5, 7], для которых внешней нагрузкой является температура. 

Для описания их работы и повышения функциональных возможностей, основанных на взаим-

ном влиянии температурных, электрических и упругих полей, используется математическая 

модель теории термоэлектроупругости [17]. При этом сформулированные расчетные соотно-

шения включают систему несамосопряженных дифференциальных уравнений в частных про-

изводных.  
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Для более качественной оценки нестационарных процессов в конструкциях конечной 

жесткости возникает необходимость построения аналитических решений в трехмерной по-

становке. Однако проблема интегрирования исходных расчетных соотношений требует ис-

следования статических задач или анализа связанных полей в неограниченных телах. В част-

ности, в статьях [14, 18] построено аналитическое решение осесимметричной статической за-

дачи для радиально поляризованной изотропной пьезокерамической полой сферы и сфериче-

ской оболочки в случае действия температурного градиента. Ранее был проведен анализ ра-

боты анизотропных цилиндров, подверженных температурным и механическим нагрузкам 

[20]. Позднее получено решение статической задачи термоэлектроупругости для трансвер-

сально-изотропного пространства [15]. Рассматривались динамические задачи для однород-

ного и неоднородного пьезокерамических слоев [2, 3]. Также объектом исследования явля-

лись неограниченная среда [1, 16, 19] и связанные нестационарные поля в длинном пьезоке-

рамическом цилиндре [12]. 

Целью настоящей работы является построение замкнутого решения задачи термоэлек-

троупругости для жестко закрепленной круглой пластины с учетом связанности электриче-

ских и упругих полей при действии внешней нестационарной осесимметричной температур-

ной нагрузки. 

Постановка задачи  

Пусть жестко закрепленная сплошная круглая пьезокерамическая пластина занимает 

в цилиндрической системе координат ( ) zr ,,  область  :  ,0 br   ,20  0 z h



  . 

Рассматривается случай действия на ее лицевых поверхностях нестационарной нагрузки в 

виде функции изменения температуры 1 *
( )t 

, 2 *
( )t 

 соответственно при 0,z h



=  (гра-

ничные условия 1-го рода). Лицевые электродированные поверхности пластины подключены 

к измерительному прибору (рис. 1). 
 

 

Рис. 1. Расчетная схема  

В общем случае дифференциальные уравнения движения, электростатики, теплового 

баланса на основании гиперболической зависимости Лорда–Шульмана и краевые условия в 

цилиндрической системе координат в безразмерной форме имеют вид [6, 8]: 
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Неравенства (2) при 0r =  учитывают регулярность решения в центре пластины, а 

оставшиеся выражения при 1r = – теплоизоляцию ее цилиндрической поверхности, условие 

закрепления и отсутствия радиальной компоненты индукции электрического поля при акси-

альной поляризации материала. 
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Равенства (3) удовлетворяют условия отсутствия механических нормальных и каса-

тельных напряжений, подключение электродированных эквипотенциальных поверхностей к 

измерительному прибору и действию температурной внешней нагрузки. 

Проблема интегрирования несамосопряженной системы дифференциальных уравне-

ний (1) и удовлетворение начально-краевых условий (2)–(4) приводят к исследованию рас-

сматриваемой задачи в несвязанной постановке. 

На первом этапе решается уравнение теплопроводности с соответствующими крае-

выми условиями: 
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Решение задачи теплопроводности 

Для решения краевой задачи (5)–(8) первоначально применяется конечное интеграль-

ное преобразование Ханкеля [10]: 
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где n
j − положительные нули функции ( )1 n

J j ( )0,0 0 == jn , 0 1
(...), (...)J J − функции Бес-

селя первого рода нулевого и первого порядков. 

В результате получается новая задача относительно трансформанты НR : 
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T f z p n f z p n= − −

 

𝑇̇0𝐻 = 𝑅̇0𝐻(𝑛, 𝑧) −
𝜕

𝜕𝑡
[𝑓1(𝑧)𝑝1𝐻(𝑛, 𝑡) + 𝑓2(𝑧)𝑝2𝐻(𝑛, 𝑡)]|𝑡=0, 

−)(),( 21 zfzf дважды дифференцируемые функции. 

Применяя к (15)–(17) относительно функции 
HT  конечные sin-преобразования Фурье 

по переменной z [10]: 

( )dzztznTtmnL m

h

HН sin),,(),,(

0

= ; (20) 

( )
1

2
( , , ) ( , , )sin

Н H m

m

T n z t L n m t z
h




=

=  , 
m

m

h


 = , (21) 

получаем следующую задачу относительно трансформанты 
HL : 

( )
2

2 2

14 2

H H

n in H H

T T
a j T B

t t

 
 

 

 
+ + + = 

 
; (22) 

0t = ( ) 0
, ,0 ,

H H
T n m L=

𝜕𝑇𝐻(𝑛,𝑚,𝑡)

𝜕𝑡 |𝑡=0
= 𝐿̇0𝐻 , (23) 

 решение которой имеет вид: 
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𝐿𝐻 = (𝐴1 − 𝐴2)−1{(𝐿̇Н0 − 𝐴2𝐿Н0) 𝑒𝑥𝑝(𝐴1𝑡) − (𝐿̇Н0 − 𝐴1𝐿Н0) 𝑒𝑥𝑝(𝐴2𝑡) + 

( ) ( ) ( )1

1 2

0

exp( ) exp( )

t

Н
B A t A t d    −


+ − − −   


 , (24) 

где 1

1,2

1 1 4

2

b
A





−  −
= , ( )1 2 2

1 14 m n
b a j−

= + , ( )1

14

0

sin ,

h

H H m
B a F z dz−

= −   

( )0 0

0

sin

h

H H m
L T z dz=  ,𝐿̇0𝐻 = ∫ 𝑇̇0𝐻 𝑠𝑖𝑛(𝜆𝑚𝑧) 𝑑𝑧

ℎ

0
. 

Выражение для ( , , )r z t  при использовании формул обращения (21), (14) с учетом 

(18) имеет вид: 

 ( ) ( )0
1 1 2 22

0 10

( ) 2
, , 2 ( ) ( ) ( , , )sin

( )

n
H H H m

j mn

J j r
r z t f z p f z p L n m t z

J j h


 

= =

 
 = + + 

 
   (25) 

Функции )(),( 21 zfzf определяются при решении следующих уравнений: 

( )
( ) 0

2

2

2

=− zfj
dz

zfd
kn

k ,  (26) 

что позволяет существенно упростить функцию .
H

F  

В результате с учетом граничных условий (19) имеем 

( )
( ) 
( )hj

zhj
zf

n

n

sh

sh
1

−
= , ( )

( )
( )hj

zj
zf

n

n

sh

sh
2 = . 

Полученная зависимость распределения температурного поля в виде замкнутого реше-

ния (25) позволяет перейти к решению связанной задачи электроупругости. 

Решение задачи электроупругости 

Краевая задача (9)–(12) решается с помощью метода конечных интегральных преобра-

зований Ханкеля [10] и обобщенного интегрального преобразования (КИП) [9]. 

Алгоритмы преобразований позволяют удовлетворить только смешанные однородные 

граничные условия. Для этого равенство ( )1, , 0W z t =  (10) заменяется условием наличия 

касательных напряжений ( )1
,P z t  на цилиндрической поверхности пластины: 

15

55 11 11

31

rz r

eW U
С С P

r z e r





=

  
= + + = 

  
, (27) 

и вводятся новые функции ( )tzrw ,, , ( ), ,r z t , связанные с ( )tzrW ,, , ( ), ,r z t  соотношениями: 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
, , , , , ,W r z t H r z t W t w r z t= + + ,  

( ) ( ) ( )2
, , , , , ,r z t H r z t r z t = + , (28) 

где ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 3 1 4
, , , 1, ,H r z t f r P z t f r z t= +  , ( ) ( ) ( )2 5 1

, , ,H r z t f r P z t= +  

( ) ( )6
1, ,f r z t+  , ( ) ( )3 6

....f r f r −дважды дифференцируемые функции P1 (z, t), W1(t) – 

функции, определяемые в процессе решения задачи, позволяющие удовлетворить условие 

( )1, , 0W z t = . 
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В результате подстановки (28) в (9)–(12), (27) при выполнении условий 

1r =
51 2 1

1 55

aH H P

r a r С

 
+ =

 
,

2 1

10 12 | 1r

H H
a a

r r

 

 
=

− =   (29) 

получаем новую краевую задачу относительно функций ( ) ( ), , , , , ,U r z t w r z t ( ), ,r z t . При 

этом дифференциальные уравнения (9), граничные условия (11) и начальные условия относи-

тельно ( ), ,w r z t  становятся неоднородными с правыми частями 1 3
...F F , 1 3

...B B , 0
w , 𝑤0, 𝑤̇0: 

2 2

1 2

1 2 3

H H
F a a

r r z r z

 
= − −

    
, 

1 2

1 7 4 6

H H
B a a a

z z

 
=  − −

 
,

1

2

H
B

r


= −


, 

2 2 2 2

1

2 7 1 4 1 5 6 22 2 2 2

W
F a a a H a a H

z t r z t r z

 

 

      
= + −  + − −  +   

       
, 

2 2

1 1 2 2

3 12 13 10 11 82 2

H H H H
F a a a a a

z r z r z

 

 

 
= −  − −  − +  +

  
, 

2

3

H
B

r


= −


, 

0 1
w H= −  ,𝑤̇0 = −

𝜕𝐻1

𝜕𝑡 |𝑡=0
. 

В результате применения к краевой задаче относительно , ,U w  преобразования Хан-

келя [10] 

( ) ( ) ( )
1

1

0

, , , ,
H n

u n z t U r z t rJ j r dr=  , ( ) ( ) ( )
1

0

0

, , , ,
H n

w n z t w r z t rJ j r dr=  ,    

(30)

 

( ) ( ) ( )
1

0

0

, , , ,
H n

n z t r z t rJ j r dr =  ; 

( )
( )

( )
( )12

1 0

, ,
, , 2

H

n

n n

u n z t
U r z t J j r

J j



=

=  , ( )
( )

( )
( )02

0 0

, ,
, , 2

H

n

n n

w n z t
w r z t J j r

J j



=

=  , (31) 

( )
( )

( )
( )02

0 0

, ,
, , 2

H

n

n n

n z t
r z t J j r

J j






=

=   

получаем краевую задачу в области изображений: 

2 2
2

1 2 3 12 2

H H H H

n H n n H

u w u
j u a a j a j F

z z z t

  
− + − − − =

   
, (32) 

2 2 2
2 2

1 4 2 5 6 22 2 2

H H H H

n H n n H H

w u w
a j w a a j a j a F

z z z t

 




  
− + + − + − =

  
, 

2 2
2 2

8 9 10 11 32 2

H H H

n H n n H H

u w
j a a j a j w a F

z z z

 




 
− + − + =

 
. 

hz ,0= 17 4 6 1

H H
n H H

w
a j u a a B

z z






+ + =


, (33) 

2

H
n H H

u
j w B

z


− + =


, 3n H H

j B− = ; 
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0t = 0
H

u = , 0H H
w w= ,

| 0

0,H

t

u

t



 =

= 𝜕𝑤𝐻

𝜕𝑡 |𝑡=0
= 𝑤̇0𝐻, (34)

 

где n
j −  положительные нули функции ( )1 n

J j ( )0;,0 0 == jn ,
 

    ( )
1

1 2 3 1 2 3 1

0

, , , ,
H H H n

F B B F B B rJ j r dr=  , 

{𝐹2𝐻 , 𝐹3𝐻 , 𝐵1𝐻|, 𝑤0𝐻 , 𝑤̇0𝐻} = ∫ {𝐹2, 𝐹3, 𝐵1, 𝑤0𝐻 , 𝑤̇0}
1

0
𝑟𝐽0(𝑗𝑛𝑟)𝑑𝑟. 

Введение новых функций , ,
H H H

U W  , связанных с , ,
H H H

u w   соотношениями: 

3
( , , ) ( , , ) ( , , )

H H
u n z t H n z t U n z t= + , 

4
( , , ) ( , , ) ( , , )

H H
w n z t H n z t W n z t= + , 

5
( , , ) ( , , ) ( , , )

H H
n z t H n z t n z t = + , (35) 

позволяет привести граничные условия (33) к однородным. 

Здесь 3 7 2 | 0 9 2 | 11 4 | 0 13 4 |
( , , ) ( ) ( ) ( ) ( )

H z H z h H z H z h
H n z t f z B f z B f z B f z B

= = = =
= + + + , 

4 8 2 | 0 10 2 | 12 4 | 0 14 4 |
( , , ) ( ) ( ) ( ) ( )

H z H z h H z H z h
H n z t f z B f z B f z B f z B

= = = =
= + + + , 

5 15 3 | 0 16 3 |
( , , ) ( ) ( )

H z H z h
H n z t f z B f z B

= =
= + , 

3

4 1 6

H

H H

B
B B a

z




= − , 

7 16
( )... ( )f z f z −  дважды дифференцируемые функции. 

Подстановка (35) в (32)–(34) при введении дополнительных ограничений на функции 
 

3 4 5
( , , ), ( , , ), ( , , )H n z t H n z t H n z t : 

 hz ,0= 54

17 3 4 6 4n H

HH
a j H a a B

z z






+ + =


,

3

4 2n H

H
j H B

z


− =


, 5 3n H
j H B= −  (36) 

приводит к краевой задаче для функций , ,
H H H

U W  с однородными граничными условиями. 

Здесь правые части дифференциальных уравнений следует заменить на 1 3
...

H H
R R , а началь-

ные условия – на 𝑈0𝐻 , 𝑈̇0𝐻 , 𝑊0𝐻 , 𝑊̇0𝐻: 

2 2

2 3 5 34

1 1 3 1 2 32 2H H n n n

H H HH
R F j H a a j a j

z z z t

  
= − − + − − − 

    
, 

22 2

2 23 54 4

2 2 1 4 4 2 5 5 62 2 2H H n n n

H HH H
R F a j H a a j a j H a

z z z t





  
= − − + + − + − 

   
, 

2 2

2 25 3 4

3 3 5 8 9 10 4 112 2H H n n n

H H H
R F j H a a j a j H a

z z z





  
= − − + − + 

  
, 

0 3| 0H t
U H

=
= − , 0 0 4| 0H H t

W w H
=

= − , 𝑈̇0𝐻 = −
𝜕𝐻3

𝜕𝑡 |𝑡=0
, 𝑊̇0𝐻 = 𝑤̇0𝐻 −

𝜕𝐻4

𝜕𝑡 |𝑡=0
. 
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Краевая задача относительно , ,
H H H

U W  решается обобщенным методом конечных 

интегральных преобразований с неизвестными компонентами вектор-функции ядра преобра-

зований ( )1
, ,

in
K z ( )2

,
in

K z , ( )3
,

in
K z и весовыми коэффициентами , ,   [9]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

0

, , , , , , , ,

h

in H in H in
G n t U n z t K z W n z t K z dz    = +   ,

( ) ( ) ( )  ( )
( ) ( ) ( ) 1 2 3

2

1

, , , , ,
, , , , , , , , , ,

in in in

H H H in

i in

K z K z K z
U n z t W n z t n z t G n t

K

  
 



=

=  , 

( ) ( )
2 2 2

1 2

0

, ,

h

in in in
K K z K z dz    = +  , 

где −in положительные параметры, образующие счетное множество ( )= ,1i . 

В результате использования алгоритма преобразований формируются задачи относи-

тельно трансформанты ( ), ,
in

G n t  и компонент вектор-функции ядра преобразований 

( ) ( )1 3
, ... ,

in in
K z K z  . Алгоритм решения задачи относительно данных задач представлен в 

работе [11]. 

Окончательные выражения для функций ( ), , ,U r z t ( ), ,W r z t , ( ), ,r z t  имеют вид: 

( )
( )

( )
( )

( )1 1

32 2

1 10

,
, , 2 ( , , ) , ,

n in

in

n in in

J j r K z
U r z t H n z t G n t

J j K




 

= =

 
= + 

  
  , (38) 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )0 2

1 1 42 2

0 10

,
, , , , 2 ( , , ) , ,

n in

in

n in in

J j r K z
W r z t H r z t W t H n z t G n t

J j K




 

= =

 
= + + + 

  
   , 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )0 3

2 52 2

0 10

,
, , , , 2 ( , , ) , ,

n in

in

n in in

J j r K z
r z t H r z t H n z t G n t

J j K


 

 

= =

 
= + + 

  
  . 

Для определения 
1 5
...H H ,

1
W ,

1
P  первоначально рассматривается случай действия 

только температурной нагрузки 
1 2

, ,  . Тогда 
1 5
...H H  определяются из условия упроще-

ния правых частей соответствующих неоднородных уравнений ( 1 2 1 2 3
, , , ,

H H H
F F R R R ) при 

удовлетворении условий (29), (36). 

Функция 
1
( )W t вычисляется из условия закрепления нижней цилиндрической поверх-

ности пластины ( )( )1, , 0W h t = : 

( ) ( )
( )

( )
( )2

1 1 4 2

0 10

,2
1, , ( , , ) , ,

in

in

n in in

K h
W t H h t H n h t G n t

J j K




 

= =

 
= − − + 

  
  . 

На следующем этапе решения рассматривается случай действия касательных напряже-

ний ( )1
,P z t  (

1 2
0  = = = ). Функция 1

( , )P z t  представляется, с учетом парности касательных 

напряжений и равновесия пластины, в следующем виде: 

( ) ( )1 0 1

2
, sin zP z t S W t

h

 
=  

 
, 

что позволяет определить 1 5
...H H также из условия упрощения правых частей соответствую-

щих уравнений. 
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Сумма двух результатов расчета позволяет определить постоянную 0
S  из условия ин-

тегрального равенства нулю вертикальных перемещений цилиндрической поверхности пла-

стины: 

( )max

0

1, , 0

h

W z t dz = . 

 Численный анализ результатов 

В качестве примера рассматривается круглая пластина ( )0.014b м= , изготовленная из 

аксиально поляризованной пьезокерамики PZT–4, имеющей следующие физико-механиче-

ские характеристики: 

    10

11 13 33 55
, , , 13.9, 7.43, 11.5, 2.56 10С С С С =   Па,     9

11 33
, 6.45, 5.62 10  −

=   

Ф/м,    15 31 33
, , 12.7, 5.2, 15.1e e e = − Кл/м2 , 7500 =  кг/ м3 ,

6
3 10k =  Дж/(м3К), 

  1.6 = Вт/(м K),
5

0.4 10
t

 −
=  К −1 ,    6

11 33
, 0.3, 0.6 10g g

−
= − −  Kл/(м2 К), 

5
5 10

rel
 −

=  с. 

Рассматривается случай действия на верхней лицевой поверхности ( 0=z ) темпера-

турной нагрузки: 

( ) ( ) ( ) ( )1 max max max
, 1 sin

r
r t T t H t t H t t

b
    

    

   = − − + −    
, ( )2

, 0r t

 
= , 

где ( )−tH
~

 единичная функция Хевисайда ( ( ) 1
~

=tH  при 0
~

t , ( ) 0
~

=tH  при 0
~

t ), 

max max
,T t

 
−  максимальное значение внешнего температурного воздействия и соответствующее 

ему время в размерной форме (
0

max
373T K


= (

0
100 С ), 

0

0
293T K= , (

0
20 С ), max

1t


=  с),

( )max
/ 2t  

= . 

Полученные расчетные соотношения позволяют определить все компоненты термо-

электроупругого поля. Ниже ограничимся только численными результатами, которые позво-

ляют в дальнейших работах авторов с некоторыми упрощениями построить в общем виде ре-

шение связанной задачи (1)–(4). 

Показаны графики изменения температуры ( )0, ,z t



 по высоте пластины h


с учетом 

(сплошная линия) и без учета ( 0
rel

 = , пунктирная линия) релаксации температурного потока 

в цилиндре (рис. 2).  

На рисунке цифрами 1, 2 обозначены результаты соответственно для времени 

max max
, 10t t t

 


= . 

Результаты расчета позволяют сделать следующие выводы: 

– в рассматриваемом диапазоне изменения толщины пластины учет релаксации тепло-

вого потока приводит к снижению температуры во время ее прогрева (рис. 2, графики 1); 

– при установившемся температурном режиме, а также в пластинах меньшей толщины 

результаты, полученные с помощью гиперболической и параболической ( 0
rel

 = ) теорий, 

совпадают (рис. 2, график 2). 
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а) 3

2 10h
 −
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б) 3

2.5 10h
 −

=   (м) 

Рис. 2. Графики изменения ( )0, ,z t



 по высоте пластины h ( /h h b


= )

 

(сплошная линия – 5
5 10

rel
 −

=  (с), пунктирная линия – 0
rel

 = , 1–
max

,t t



= , 2–

max
10t t




= )

 

Для оценки влияния инерционной составляющей упругой системы на напряженно-де-

формированное состояние рассматриваемой конструкции используются результаты расчета 

задачи электроупругости [20], позволяющие сделать вывод, что при гармоническом воздей-

ствии силы инерции необходимо учитывать при следующем соотношении частоты вынужден-

ных колебаний   и первой частоты собственных колебаний  ( 11 11
С

b





= ): 0.5.




  

В результате получается следующая зависимость между max
t


и  , при которой необхо-

димо учитывать инерционные характеристики упругой системы: 

max
t






 .            (38) 

На рисунке 3 представлены результаты, по которым можно для произвольной толщины 

пластины определить время достижения нагрузки максимального значения max
t


( max

373T K


=

(
0

100 С )), когда в расчетах необходимо учитывать инерционные характеристики упругой си-

стемы (заштрихованная часть графика). Сплошной и пунктирной линиями обозначены данные 

вычисления, полученные с учетом связанности электроупругих полей и без учета электриче-

ского поля. 

Анализ неравенства (39) и численных результатов расчета (см. рис. 3) позволяют сде-

лать вывод, что увеличение толщины пластины приводит к увеличению ее жесткости и ча-

стоты собственных колебаний  , что позволяет уменьшить предельное значение времени 
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max
t


. Здесь необходимо отметить, что учет электрического поля приводит к увеличению   

на 3–5%. 

 

Рис. 3. Зависимость max
" "t h

 
−  

Приведенные результаты (см. рис. 3) позволяют, при соответствующих ограничениях по 

скорости изменения температурной нагрузки, в расчетах вместо уравнений движений использо-

вать уравнения равновесия, существенно упрощающие исходные расчетные соотношения. 

Выводы 

Полученные в работе результаты динамического расчета позволяют определить напря-

женно-деформированное состояние, температурное и электрическое поля в жестко закреплен-

ной пьезокерамической пластине. Использование гиперболической теории теплопроводности 

дает возможность уточнить величину температурного поля в пластине при относительной тол-

щине 0.1h  . Установлена зависимость между геометрическими размерами упругой системы 

и скоростью изменения температуры, при которой необходимо учитывать ее инерционные ха-

рактеристики. 
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Abstract: А new closed solution of a dynamic axisymmetric problem of thermoelectroelasticity for a round 

rigidly fixed piezoceramic plate in the case of a temperature load acting on its front surfaces (boundary condi-
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