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Оценка погрешности определения остаточных напряжений  

при упругопластическом нагружении  

толстостенных сферических оболочек  

при линейном упрочнении материала 

Аннотация. В статье рассмотрена проблема оценки остаточных напряжений в толстостенных сфери-

ческих оболочках, находящихся под внутренним давлением, при упругопластическом деформирова-

нии. Математическая модель упругопластического деформирования сферической оболочки строилась 

с применением положений деформационной теории пластичности. Новизна исследования обусловлена 

учетом сжимаемости материала и изменения геометрии оболочки в процессе нагружения при опреде-

лении остаточных напряжений. Для кусочно-линейной модели материала представлены результаты 

расчета остаточных напряжений с помощью аналитических формул при использовании принципа 

«отвердевания» и метода переменных параметров упругости при изменении геометрии оболочки в про-

цессе нагружения. Согласно результатам оценки решений, полученным аналитически и численно, с 

увеличением толщины стенки сферической оболочки и показателя упрочнения материала относитель-

ная погрешность расчета остаточных напряжений возрастает.  
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Введение 

Современное развитие производства, направленное на повышение надежности, долго-

вечности эксплуатируемых изделий, неразрывно связано с проблемой остаточных напряже-

ний, которые возникают при различных технологических операциях, знакопеременном нагру-

жении и др. Остаточные напряжения достаточно часто встречаются в деталях, элементах кон-

струкций вследствие обработки давлением, температурных воздействий, фазовых превраще-

ний. Наличие остаточных напряжений после снятия нагрузки может привести к снижению 

прочности, долговечности, а также к разрушению деталей в процессе эксплуатации.  

 В статье рассматриваются механические остаточные напряжения, возникающие в тол-

стостенных сферических оболочках под действием внутреннего давления. В строительстве 

и других производственных областях сферические оболочки часто используются в качестве 
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металлических резервуаров, предназначенных для хранения жидкостей и газов. Важность 

оценки остаточных напряжений обусловлена тем, что достаточно много деталей оболочечного 

типа подвергаются автофретированию. В связи с этим определение остаточных напряжений 

при знакопеременном нагружении является актуальной задачей. 

 Научная значимость описанной проблемы подтверждается рядом исследований, посвя-

щенных вопросу определения остаточных напряжений. Проблемы, связанные с образованием 

остаточных напряжений, их влияние на прочность, а также инженерные методы их оценки 

исследованы И.А. Биргером [1]. Методы оценки напряженно-деформированного состояния 

тел при многократных, знакопеременных нагружениях разрабатывались В.В. Москвитиным 

[2]. Особенности перераспределения остаточных напряжений при циклическом нагружении 

рассмотрены в работе [3]. Согласно исследованию [4] авторы отмечают влияние выбора за-

кона деформационного упрочнения на точность и достоверность при определении остаточных 

напряжений. Кроме того, большое количество теоретических исследований методов матема-

тического моделирования остаточных напряжений посвящено вопросам, связанным с термо-

обработкой и ползучестью [5–7]. 

Сегодня одним из направлений оценки остаточных напряжений и деформаций является 

их опытное определение методами неразрушающего контроля [8], методом дифракции [9]. 

Также проблема экспериментального определения остаточных напряжений актуальна для 

процессов формоизменения. Исследователями предложен метод обрезки колец на примере 

формоизменения усеченного конуса [10], представлен анализ остаточных напряжений в свар-

ных соединениях [11], рассмотрены вопросы разработки методов и моделей расчета остаточ-

ных напряжений [12–14]. 

В прикладных исследованиях при анализе напряженно-деформированного состояния 

тел, в том числе при оценке остаточных напряжений, широко применяется принцип «отверде-

вания». Однако в результате разгрузки происходит остаточное формоизменение тел, которое 

данный принцип не позволяет учитывать. Соответственно возникает проблема оценки оста-

точных напряжений в условиях остаточного формоизменения и, следовательно, отказа от 

принципа «отвердевания». 

Таким образом, цель исследования заключалась в оценке погрешности расчета остаточ-

ных напряжений в толстостенной сферической оболочке под внутренним давлением в усло-

виях изменяемой геометрии. Под остаточными напряжениями будем понимать напряжения, 

которые остаются в оболочке после снятия внешнего воздействия. В рамках поставленной 

цели требовалось решить следующие задачи: 

– определить методом переменных параметров упругости остаточные напряжения в 

толстостенной сферической оболочке при учете геометрической нелинейности, сжимаемости 

материала и изменения геометрии в процессе нагружения; 

– оценить погрешность применения аналитических формул при анализе остаточных 

напряжений в сравнении с полученными результатами для кусочно-линейной модели матери-

ала и различных толщин сферической оболочки. 

Методика исследования 

 Моделирование напряженно-деформированного состояния сферической оболочки в 

условиях нагружения и разгрузки проводится при следующих допущениях: 

–  выполняются гипотезы деформационной теории пластичности; 

– в качестве меры деформации используются логарифмические деформации; 

– разгрузка начинается одновременно во всех точках сферической оболочки; 

– разгрузка упругая, эффект Баушингера не учитывается, то есть вторичные пластиче-

ские деформации не возникают. 

Согласно теореме Ильюшина [15], для нахождения остаточных напряжений необхо-

димо решить две задачи: упругопластическую при нагружении и упругую при разгрузке. 
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При выполнении принципа «отвердевания» остаточные напряжения в теле будут опреде-

ляться согласно формуле [15]: 

σ0 = σ∗ − σу,                                                                                                                                       (1) 

где σ∗ − напряжения в упругопластическом теле при нагрузке, σу − напряжения в упругом 

теле при разгрузке. 

Соответственно принцип «отвердевания» позволяет найти остаточные напряжения в 

теле как разность напряженных состояний упругопластического и упругого тел при одинако-

вом значении и одинаковом направлении действия внутреннего давления. Однако в случае 

отказа от принципа «отвердевания» оценка остаточных напряжений в теле изменится, по-

скольку в этом случае остаточные напряжения будут определяться суммированием напряжен-

ных состояний упругопластического тела при нагрузке и упругого тела измененной геомет-

рии, нагруженного давлением, действующим в противоположном направлении.  

Таким образом, при условии отказа от принципа «отвердевания» зависимость (1) для 

расчета остаточных напряжений примет вид: 

σ0 = σ∗|𝑝=𝑝∗ + σу|𝑝=−𝑝∗ ,                                                                                                                   (2) 

где 𝑝 – давление на внутренней поверхности оболочки, 𝑝∗ − заданное значение внутреннего 

давления при нагружении. 

Анализ напряженно-деформированного состояния осесимметричной толстостенной 

оболочки будем проводить в сферической системе координат 0ρθφ. В начальном недеформи-

рованном состоянии обозначим геометрические характеристики сферической оболочки: 𝑟0 − 

внутренний радиус, 𝑅0 − внешний радиус. Для расчета упругопластического деформирования 

сферы будем использовать метод переменных параметров упругости. Тогда математическая 

постановка задачи исследования будет описываться следующими соотношениями [16]: 

– уравнение равновесия: 

𝑑σρ

𝑑ρ
+ 2

σρ − σθ

ρ
= 0, σθ =  σφ,                                                                                                (3) 

где σρ, σθ, σφ − радиальные, окружные, меридиональные напряжения; 

– уравнение совместности логарифмических деформаций в координатах Эйлера: 

𝑑𝑒θ

𝑑ρ
=

1 − exp (𝑒θ − 𝑒ρ)

ρ
, 𝑒θ =  𝑒φ,                                                                                        (4) 

где 𝑒ρ, 𝑒θ, 𝑒φ − радиальные, окружные, меридиональные логарифмические деформации; 

– физические уравнения согласно методу переменных параметров упругости: 

𝑒ρ =
1

𝐸∗
[σρ − 2μ∗σθ],   𝑒θ =

1

𝐸∗
[(1 − μ∗)σθ − μ∗σρ],                                                               (5) 

где 𝐸∗, μ∗ − переменные параметры упругости: 

𝐸∗ =
𝐸сек

1 +
1 − 2μ

3𝐸 𝐸сек

;  μ∗ =

1
2 −

1 − 2μ
3𝐸 𝐸сек

1 +
1 − 2μ

3𝐸 𝐸сек

, 

где 𝐸 − модуль упругости первого рода, μ − коэффициент Пуассона, 𝐸сек = σ𝑖 𝑒𝑖⁄ − секущий 

модуль, σ𝑖, 𝑒𝑖 − интенсивности напряжений и логарифмических деформаций: 

𝜎𝑖 = σθ − σρ ,                                                                                                                                    (6) 

𝑒𝑖 =
2

3
(𝑒θ − 𝑒ρ);                                                                                                                              (7) 
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– аппроксимация диаграммы деформирования упругопластического материала с ли-

нейным упрочнением: 

σ𝑖 = {
3𝐺𝑒𝑖, 𝑒𝑖 ≤ 𝑒𝑖т

𝜆σт + 3𝐺(1 − 𝜆)𝑒𝑖,   𝑒𝑖 > 𝑒𝑖т
,                                                                                               (8) 

где  𝐺 − модуль упругости II рода, 𝜆 = 1 − 𝐸𝑇 3𝐺⁄ , 𝐸𝑇 − модуль упрочнения, σт − предел те-

кучести материала, 𝑒𝑖т − интенсивность логарифмических деформаций, определяющая пере-

ход материала из стадии упругости в стадию пластичности. 

Ввиду геометрической изменяемости сферической оболочки граничные условия на ее 

внутренней и наружной поверхностях при нагружении и разгрузке будут различаться; 

– граничные условия при нагружении: 

σρ|
ρ=𝑅

= 0, σρ|
ρ=𝑟

= −𝑝,                                                                                                          (9) 

𝑒θ|ρ=𝑅 = ln(𝑅 𝑅0⁄ ) ;                                                                                                                        (10) 

– граничные условия при разгрузке: 

σρ|
ρ=𝑅

= 0, σρ|
ρ=𝑟

= 𝑝,                                                                                                           (11) 

𝑒θ|ρ=𝑅 = ln(𝑅 𝑅∗⁄ ),                                                                                                                          (12) 

где 𝑅, 𝑟 – наружный и внутренний радиусы сферы в процессе деформирования, 𝑅∗ − наруж-

ный радиус сферы при 𝑝 = 𝑝∗ в случае нагружения. 

На основании соотношений (4), (5), (10) и соотношений (3), (9) интегральное уравнение 

совместности деформаций в напряжениях и интегральное уравнение равновесия при нагруже-

нии имеют вид [16]: 

σθ =
μ∗

(1 − μ∗)
σρ +

𝐸∗

(1 − μ∗)
×                                                                                                 

× ln (−ρ ∫
1

ρ2
exp (

2σθ

𝐸∗
−

(1 + 2μ∗)

𝐸∗
σρ) 𝑑ρ

ρ

𝑅

+ ρ 𝑅0⁄ ),                                                          (13) 

σρ =
2

ρ2
∫ ρσθ𝑑ρ

ρ

𝑅

.                                                                                                                             (14) 

Для проведения численного расчета построим сетку в радиальном направлении стенки 

оболочки (рис. 1): 

 𝜌𝑖 = 𝑅 − 𝑖
𝑅−𝑟

𝑁
, 𝑖 = 1, … , 𝑁        

𝜌0 = 𝑅, 𝜌𝑁 = 𝑟,                                                                                                                             
 

 

Рис. 1. Сферическая оболочка под внутренним давлением 
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На первом этапе исследования проводится расчет нагружения сферической оболочки. 

Задавая малое приращение наружной поверхности сферы ∆𝑅, решаем систему уравнений (6)–(10), 

(13), (14) согласно численной методике, представленной в работе [17, 18]. Данная методика на 

основании метода переменных параметров упругости позволяет на каждом приближении учи-

тывать в уравнении равновесия текущее деформированное состояние.  

В процессе нагружения наружный край сферы смещается от центра согласно схеме: 

𝑅(𝑗+1) = 𝑅(𝑗) + ∆𝑅, 𝑅(0) = 𝑅0,    

где 𝑗 − номер приближения. 

Численный расчет нагружения оболочки будем проводить при выполнении условия 

𝜌т
∗ − 𝜌т ≥ 0,     

где 𝜌т − радиус поверхности, разделяющей области упругого и пластического деформирова-

ния, 𝜌т
∗ − заданный радиус поверхности, разделяющей области упругого и пластического де-

формирования. 

Узел сетки 𝑖т, соответствующий переходу области упругого деформирования в пласти-

ческую, определяется соотношением 

𝜌т
∗ = 𝑅 − 𝑖т

𝑅−𝑟

𝑁
.  

Тогда условие окончания итерационного процесса представим в виде 

𝐸сек𝑖т
= 𝐸сек𝑖

:      𝐸сек𝑖+𝑙
< 3𝐺, 𝑙 ∈ ℕ,  

где 𝑖т = 𝑁 (𝑅 − 𝜌т
∗) (𝑅 − 𝑟).⁄  

В конце расчета нагружения при 𝑝 = 𝑝∗ внешний и внутренний радиусы оболочки при-

мут значения: 𝑅∗, 𝑟∗. Напряженное состояние в результате нагрузки будет определяться глав-

ными напряжениями: σρ
∗ , σθ

∗ = σφ
∗ . 

На втором этапе исследования проводился расчет упругой разгрузки. В случае снятия 

нагрузки смещение наружного края оболочки происходит в направлении к центру сфериче-

ской оболочки согласно схеме: 

𝑅(𝑘+1) = 𝑅(𝑘) − ∆𝑅, 𝑅(0) = 𝑅∗,  

где 𝑘 − номер приближения. 

Поскольку в случае разгрузки материал предполагается упругим, определяющие соот-

ношения (5)–(7), (11)–(14) останутся прежними, однако переменные параметры примут следу-

ющие значения: 𝐸∗ = 𝐸, μ∗ = μ, 𝐸сек = 3𝐺. В конце разгрузки при 𝑝 = −𝑝∗ внешний и внутрен-

ний радиусы оболочки примут значения: 𝑅∗, 𝑟∗.  
Условие окончания итерационного процесса при разгрузке примет вид: 

𝑝∗ − σρ
у

|
𝑖=𝑁

≤ 0.  

Напряженное состояние при разгрузке будет определяться значениями: σρ
у

, σθ
у

= σφ
у

. 

Тогда остаточные радиальные и окружные напряжения в условиях отказа от принципа «отвер-

девания» будут определяться согласно (2): 

σρ
0 = σρ

∗ + σρ
у

, σθ
0 = σθ

∗ + σθ
у

.                                                                                                  (15) 

Для оценки погрешности аналитического определения остаточных напряжений при 

упругопластическом нагружении толстостенных сферических оболочек будем использовать 

решения при линейном упрочнении материала, представленные в работе [16]. В данной работе 

показаны аналитические зависимости для оценки напряженного состояния толстостенной 

сферической оболочки в предположении принципа «отвердевания»: 
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– напряженное состояние сферической оболочки в пластическом состоянии при упру-

гопластическом деформировании: 

σρ = −𝑝 + 2𝜆σт ln
ρ

𝑟0
+ 2(1 − 𝜆)

σт

3

ρ3 − 𝑟0
3

𝑟0
3ρ3

ρт
3,                                                                       (16) 

σθ = σφ = σρ + 𝜆σт + (1 − 𝜆)σт

ρт
3

ρ3
;                                                                                          (17) 

– напряженное состояние сферической оболочки в упругом состоянии: 

σρ =
𝑝𝑟0

3

𝑅0
3 − 𝑟0

3 [1 − (
𝑅0

ρ
)

3

],                                                                                                            (18)  

σθ = σφ =
𝑝𝑟0

3

𝑅0
3 − 𝑟0

3 [1 +
1

2
(

𝑅0

ρ
)

3

].                                                                                              (19) 

Тогда, при учете принципа «отвердевания», остаточные напряжения в сферической 

оболочке, вся стенка которой перешла в область пластического деформирования, будут опре-

деляться разностью соотношений (16) и (18), (17) и (19) при 𝑝 = 𝑝∗. 

Результаты исследования 

При проведении серии численных экспериментов в качестве основного показателя, ха-

рактеризующего уровень нагружения сферической оболочки, примем величину распростране-

ния пластической области по толщине стенки. Эту величину обозначим как 𝑠̅т, которая в долях 

толщины определяется по формуле 

𝑠̅т =
𝜌т − 𝑟

𝑅 − 𝑟
. 

Расчеты проводились для различных относительных диаметров сферы, характеризующих 

толщину оболочки, 𝐷отн = 2𝑅0 (𝑅0 − 𝑟0):  3, 6, 10,13⁄ . В качестве модели материала рассмот-

рена упругопластическая модель с линейным упрочнением при значениях: 𝜆 = 0,85 и 𝜆 = 0,95, 

что характерно для большинства металлов. 
 

 

Рис. 2. Остаточные радиальные напряжения:  
1 – расчет методом переменных параметров упругости; 2 – аналитический расчет 

Представлены полученные аналитическим решением и методом переменных параметров 

упругости распределения остаточных радиальных, окружных напряжений и интенсивностей 

напряжений в толстостенной сферической оболочке при 𝐷отн = 3, 𝜆 = 0,85, 
𝜌т−𝑟

𝑅−𝑟
= 0,5 на осно-

вании формул (15) (рис. 2, 3). Согласно полученным результатам, при изменении показателя 



ВЕСТНИК ИНЖЕНЕРНОЙ ШКОЛЫ ДВФУ. 2023. № 4(57) 

107 www.dvfu.ru/vestnikis 

 

упрочнения 𝜆 и относительных толщин сферической оболочки характер кривых остаточных 

напряжений не меняется, изменяются только их величины. Интенсивность остаточных напря-

жений принимает положительные и отрицательные значения, что соответствует областям рас-

тяжения и сжатия на основании физической картины деформирования (рис. 4). 
 

 

Рис. 3. Остаточные окружные напряжения:  
1 – расчет методом переменных параметров упругости; 2 – аналитический расчет 

 

 

Рис. 4. Остаточная интенсивность напряжений:  
1 – расчет методом переменных параметров упругости; 2 – аналитический расчет 

Для оценки погрешности расчёта остаточных напряжений, получаемой при анали-

тическом расчете без учёта сжимаемости материала и с использованием принципа «отвер-

девания», будем использовать значения максимальных погрешностей интенсивностей оста-

точных напряжений в области сжатия (внутренняя стенка сферической оболочки) и в об-

ласти растяжения (граница разделения зоны упругого и пластического деформирования) 

(см. рис. 4). 

На рис. 5 представлены максимальные относительные погрешности расчета интенсив-

ностей остаточных напряжений в областях растяжения и сжатия при изменении границы раз-

деления зоны упругого и пластического деформирования для сферических оболочек различ-

ной толщины. 
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Рис. 5. Максимальные относительные погрешности расчета интенсивностей  
остаточных напряжений:  

а) в области сжатия при 𝝀 = 𝟎, 𝟖𝟓; б) в области растяжения при 𝝀 = 𝟎, 𝟖𝟓;  

в) в области сжатия при 𝝀 = 𝟎, 𝟗𝟓; г) в области растяжения  

при 𝝀 = 𝟎, 𝟗𝟓 (𝟏 − 𝑫отн = 𝟏𝟑, 𝟐 − 𝑫отн = 𝟏𝟎, 𝟑 − 𝑫отн = 𝟔, 𝟒 − 𝑫отн = 𝟑)  

Заключение  

Как показывают результаты исследования, по мере распространения пластической об-

ласти в стенке сферической оболочки относительная погрешность расчета интенсивности 

остаточных напряжений по аналитическим формулам в сравнении с расчетом методом пере-

менных параметров упругости как в сжатой, так и растянутой области возрастает. При умень-

шении относительного диаметра сферы 𝐷отн,с утолщением стенки оболочки относительная по-

грешность расчета также повышается. Причем при увеличении показателя упрочнения 𝜆, что 

означает уменьшение модуля упрочнения 𝐸𝑇, относительная погрешность расчета уменьша-

ется. При этом для толстостенных сферических оболочек и для интенсивно упрочняющихся 

материалов погрешность расчета может превышать 30% в области сжатия.  

Таким образом, при определении остаточных напряжений, возникающих в случае зна-

копеременного упругопластического нагружения, для уменьшения погрешности расчётов 

необходимо учитывать сжимаемость материала, изменение размеров толстостенной оболочки 

при нагружении и геометрическую нелинейность. 
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