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Аннотация. В целях повышения эффективности и точности температурных пьезокерамических дат-

чиков необходима разработка алгоритмов решения различных задач теории термоэлектроупругости. 

При этом охарактеризовать достаточно слабый эффект связанности между полями различной физиче-

ской природы становится возможным только путём построения замкнутых аналитических решений. В 

данной статье рассмотрена задача термоэлектроупругости для длинного многослойного цилиндра, 

один из слоёв которого изготовлен неизменно из пьезокерамики, а остальные – варьируются по мате-

риалу, толщине и расположению в конструкции. На внутренней поверхности цилиндра выполняется 

граничное условие теплопроводности 1-го рода в виде нестационарного неосесимметричного темпера-

турного воздействия. На внешней – задан закон конвективного теплообмена (граничное условие 3-го 

рода) и постоянная температура окружающей среды. Поверхности пьезокерамического слоя имеют 

электродное покрытие и подключены к измерительному прибору с большим входным сопротивлением, 

при этом внутренняя поверхность пьезокерамики заземлена. Ограничение скоростей изменения темпе-

ратурного воздействия и толщины конструкции позволило включить в математическую формулировку 

задачи уравнения равновесия, электростатики и теплопроводности. Начально-краевая задача решена в 

связанной постановке. При построении замкнутого решения несамосопряжённой системы дифферен-

циальных уравнений последовательно применены косинус- и синус-преобразования Фурье по окруж-

ной координате и обобщённые биортогональные конечные интегральные преобразования по радиаль-

ной координате. Полученные зависимости позволили описать температурное, электрическое и упругое 

поля в многослойном цилиндре, а также проанализировать влияние физико-механических характери-

стик материалов и толщины слоёв конструкции на величину индуцируемого электрического сигнала 

при неосесимметричном нестационарном температурном воздействии. 
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Abstract. To enhance the efficiency and accuracy of temperature piezoceramic sensors, it is essential to de-

velop algorithms for solving various problems of the thermoelectroelasticity theory. Characterizing the rela-

tively weak coupling effect between fields of different physical natures leads to construction of closed analyt-

ical solutions. In this article authors consider the problem of thermoelectroelasticity for a long multi-layered 

cylinder, one layer of which is made permanently from piezoceramics, while the others vary in material, thick-

ness and arrangement within the structure. On the inner surface of the cylinder, a boundary condition of the 

first kind is applied in the form of a non-stationary non-axisymmetric thermal impact. On the outer surface, a 

law of convective heat exchange (third kind boundary condition) and a constant ambient temperature are spec-

ified. The surfaces of the piezoceramic layer are coated with electrodes and connected to a measuring device 

with high input resistance, moreover the inner surface of the piezoceramics is grounded. The limitation on the 

rates of thermal impact and structure thickness changes allowed to use the equations of equilibrium, electro-

statics and heat conduction into the mathematical formula. The initial boundary value problem is solved in a 

coupled formulation. A closed solution to the non-self-adjoint system of differential equations was constructed 

by using Fourier transforms along the circumferential coordinate and generalized biorthogonal finite integral 

transforms along the radial coordinate. The resulting dependencies allowed for the description of thermal, 

electrical and elastic fields in the multi-layered cylinder, as well as the analysis of the influence of the physical 

and mechanical characteristics of the materials and layer thicknesses on the magnitude of the induced electrical 

signal under non-axisymmetric non-stationary thermal impact. 

Keywords: non-axisymmetric problem of thermoelectroelasticity, long multi-layered cylinder, piezoceramics, 

Fourier transforms, biorthogonal finite integral transforms  

For citation: Shlyakhin D.A., Yurin V.A. Non-axisymmetric coupled problem of thermoelectroelasticity for a 

long multi-layered cylinder. FEFU: School of Engineering Bulletin, 2025, no. 1(62), pp. 3–17. (In Russ.). 

Введение 

Эффективность температурных датчиков, схема действия которых основана на явлении 

прямого пьезоэффекта, определяется размерами и физико-механическими свойствами матери-

ала многослойной конструкции [1–2]. Работа таких приборов описывается различными мате-

матическими теориями термоэлектроупругости [3–5]. При этом охарактеризовать зависимость 

между температурным и электроупругим полями можно только с помощью замкнутых анали-

тических решений. Их построение, связанное с проблемой интегрирования системы несамо-

сопряжённых дифференциальных уравнений, существенно усложняется при неосесимметрич-

ной постановке задач. 

Основополагающими решениями для многослойных систем являются результаты, по-

лученные для однородных упругих и электроупругих расчётных схем. На данный момент 

можно отметить небольшое количество исследований неосесимметричных, в основном стати-

ческих, задач термоупругости и термоэлектроупругости. В частности, в статье [6] в рамках 

прикладной теории тонкостенных элементов решена задача для трехслойной круглой пла-

стины в случае действия температурной и силовой нагрузок на её поверхности. Исследования 

[7–8] посвящены описанию напряжённо-деформированного состояния длинного сплошного и 

полого цилиндров под воздействием неоднородного температурного поля. В статье [9] полу-

чено аналитическое решение неосесимметричной задачи термоупругости для многослойной 

среды. В работе [10] рассматриваются термоупругие волны в полой сфере при постоянной 

температуре и радиальном напряжении. В работах [11–13] исследуются электроупругие и тер-

моупругие тонкостенные конструкции и оболочки под действием как статических, так и дина-

мических нагрузок. 

В работах [14–16] рассмотрены нестационарные задачи для функционально-градиентного 

пьезокерамического длинного цилиндра при отсутствии потенциала на его электродированных 

поверхностях. В статьях [17–18] описан характер изменения термоэлектроупругих полей в ци-

линдре, подверженном температурному и механическому воздействиям. Также можно отметить 

задачу для длинного пьезокерамического цилиндра под нестационарным температурным воз-

действием [19], для которой было получено замкнутое решение в несвязанной постановке. 

В настоящей работе исследуется неосесимметричная задача термоэлектроупругости 

для длинного многослойного цилиндра в случае удовлетворения на его поверхностях гранич- 
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ных условий теплопроводности 1-го и 3-го родов. Скорость изменения температуры на внут-

ренней поверхности конструкции подбирается таким образом, чтобы инерционные характери-

стики не оказывали влияния на напряжённо-деформированное состояние упругой системы. 

Таким образом, исходная начально-краевая задача формируется из уравнений равновесия, 

электростатики и теплопроводности, а также соответствующих им граничных и начальных 

условий. 

Постановка задачи 

Рассматривается многослойная, не закреплённая в радиальной плоскости длинная по-

лая конструкция, занимающая в цилиндрической системе координат область 

( )    ) * * * 1 *, , | ; , 0;2 ,r z r a b z R =      , см. рис. 1. Для определённости решения цилиндр 

принимается трёхслойным (далее j  = 1–3 – номер слоя, от внутреннего к внешнему), причём 

средний слой ( 2j = ) состоит из радиально поляризованной пьезокерамики, а наружные слои 

( j  = 1, 3) выполнены из изотропных материалов с разными физико-механическими характе-

ристиками. 

 

Рис. 1. Расчётная схема 

Fig. 1. Computational scheme 

На внутреннюю цилиндрическую поверхность конструкции (
1r a = ) оказывается неста-

ционарное неосесимметричное температурное воздействие (граничное условие теплопровод-

ности 1-го рода), описываемое функцией температуры 1 *( , )t  . На внешней поверхности 

( r b = ) протекает конвективный теплообмен (граничное условие теплопроводности 3-го рода) 

при известной температуре окружающей среды  . Пьезокерамический слой ( 2j = ) имеет 

электродное покрытие и подключён к измерительному прибору с большим входным сопро-

тивлением, при этом его внутренняя поверхность заземлена. 
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Математическая формулировка задачи в безразмерном виде включает дифференциаль-

ные уравнения равновесия, электростатики, теплопроводности и соответствующие начально-

краевые условия [20, 21]: 

– для радиально поляризованной пьезокерамики ( 2j = ) с гексагональной кристалличе-

ской решёткой класса симметрии 6mm : 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 0m m m mU VL L L L+ + + ++ +  +  = , при 0,4,8m = , (2.1) 

( )13 12 12 13

1
0

V
L a U a a

t r r

   
 −  +  + − = 

   
; (2.2) 

– для упругого изотропного материала ( j  = 1, 3): 

( ) ( ) ( )
14 15 16( ) ( ) ( ) 0

j j j

m m mL U L V L+ + ++ +  = , при 0,3m = , (2.3) 

( ) ( ) ( )
13 5 6

1
0

j j V
L b b U

t r

   
 − +  + =  

   

; (2.4) 

– начально-краевые условия: 

r R= : 
( ) ( )3 3

7 4 1

1U V
b U b

r R

  
+ + =  

  
, 0

V U
R V

r

 
− + =

 
, 

1 =  ; (2.5) 

1 2,r R R= :    
| |

, , , ,
r r

U V U V
+ −

 =  , 
2| 0r R= =  , 

1| 0r R= = , (2.6) 

( ) ( ) ( )
7 4 9 3

| |

1 1j j j

r r

U U V U U V
b b b a

r r r r r r r
+ −

          
+ + −  = + + + −      

          
, 

( )
10 2 5

| |

j

r r

U V U V
r V b a r V a

r r
+ −

        
+ − = + − +   

        
, ( )

11
| |

j

r r

b
r r+ −

 
=

 
; 

1r = : 
( ) ( )1 1

7 4 0
U V

b U b
r

  
+ + −  = 

  
, 0

V U
V

r

 
− + =

 
, (2.7) 

( ) ( )1 1

8 8b b
r


+  = 


; 

1,2,3,...n = :    
| 0 | 2

, , , , , ,
n

U V U V
= = 

  =   ,  

   

| 0 | 2

, , , , , ,

n

U V U V

= = 

     
=

 
;  (2.8) 

0t = :   0U V= =  =  = .  (2.9) 

В выражениях (2.1)–(2.9): 

2

1

1 22 2 2

1a
a

r r r
L

 
= − +

 
 , ( )

( )1 2

2 2 3

1 a a
a a

r r r
L

+  
= + − 

  

, 

2

54

3 2 2

aa
L

r r r r

  
=  − +

  
, 6

4

a
L

r
= − , 1

5 2 3

1 a
L a a

r r r

  
=  + + 

  
, 

2

1 2

6 2 2 2 2

a a
L

r r r
a

 
=  + −

 
, 

7 4 5

1
L a a

r r

  
= +  

  
, 

8 6

1
L a

r


= −


, 

2

9 10

9 8 2 2

a a
L a

r r r r

  
=  + +

  
, ( ) 10

10 10 9

1 a
L a a

r r r

  
= + −   

, 

2

7

11 2 2

a
L

r r

 
= − −

 
, 

12 11L a=  , 

2

13 2 2

1
L

r r

 
=  +

 
, 

( ) ( )
2

14 1 2 2

1j j
L b

r r

 
= +
 
 , 

( ) ( ) ( )
15 2 3

1 1j j j
L b b

r r r

  
= − 

  
, ( ) ( )

16 4

j j
L b

r


= −


, 

( ) ( ) ( )
17 2 3

1 1j j j
L b b

r r r

  
= + 

  
, 

( ) ( )
2

18 1 2 2

1j j
L b

r r

 
=  +

 

, 
( ) ( )
19 4

1j j
L b

r


= −


; 

1

r r


 = +


;    * *

1 2 * 1 2, , , , , , , , , , /U V r R R R U V r a a a b= , *33

33

e

bС
 =  , 
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( )

( )

2

*2 2
t t

k b


= ,    *33

1 0 1 0 0

33

, , , ,T T T
С

 
   =  −  −  − ;    1 2 3 11 44 13 33, , , , /a a a c c c c= , 

31

4

33

e
a

e
= , 

15

5

33

e
a

e
= , 

11

6

33

a


=


, 
11

7

33

a


=


,     33

8 9 10 33 31 15

33 33

, , , ,
e

a a a e e e
c

=


, 
33 3

11

33 33

e g
a =

 
, 

( )

2

33

12 0 2

33

a T
c k


= , 

( )
33 3

13 0 2

33

g
a T

k e


= , 

5

14

2

a
a

a
= , 

( )15 2

b
a = 


; ( )

( )( )
( )( )

1

1 2

2 1

j

j

j

v
b

v

−
=

−
, 

( )

( )( )
2

1

2 1

j

j
b

v
=

−
, ( )

( )( )
( )( )

3

3 4

2 1

j

j

j

v
b

v

−
=

−
, 

( )
( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

33

4

33

1 1 2

1

j j
j

j

j j

v v c
b

v E

+ −
=
 −

, 
( )

( ) ( )

( ) ( )

2

5 2

j
j

j

k
b

k


=


, ( )
( )

( )

( )

( )

2

33

6 0 2

33

j

j

j
b T

k c

  
=


, ( )

( )

( )( )
7

1

j
j

j

v
b

v
=

−
, ( )

( )

1

8 1

b
b = 


, 

( )

( )

( )33

9 4

j j

j
b b


=


, 
( )

( )( )
( )

33

10

1
2

j

j

j

c v
b

E

+
= , 

( )
( )

( )

2

11

j

j
b


=


. 

Здесь ( )*

* *, ,U r t , ( )*

* *, ,V r t , ( )*

* *, ,r t  , ( )*

* *, ,r t   – радиальная и угловая компо-

ненты вектора перемещений, потенциал электрического поля и приращение температуры тела 

в размерном виде; 0Т  – температура первоначального состояния тела, при которой отсут-

ствуют механические напряжения; msc , mse , 11 , 33  – модули упругости, пьезомодули и коэф-

фициенты диэлектрической проницаемости пьезокерамического материала при  , 1,5m s = ; 

( )j
E , ( )j

v  – модуль упругости и коэффициент Пуассона изотропного материала j -го слоя; 

( )2

11 11 tc =  , 
( )2

33 33 tc =  , ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

1 2
j j j j

tE v
−

 = −   – компоненты тензора температурных 

напряжений; ( )j
 , ( )j

k , 
( )j
t  – коэффициенты теплопроводности, объёмной теплоёмкости и 

линейного температурного расширения материала; 3g  – компонента тензора пирокоэффици-

ентов; ( )0 0 t =  – электрический потенциал, индуцируемый на внешней эквипотенциаль-

ной электродированной поверхности пьезокерамического слоя ( 2j = );   – коэффициент теп-

лоотдачи между поверхностью многослойной конструкции и окружающей воздушной средой. 

Соотношения (2.5), (2.7) учитывают отсутствие механических напряжений на наруж-

ных поверхностях конструкции, а также краевые условия теплопроводности. Равенства (2.6) 

являются условиями совместности перемещений, напряжений, температуры, а также идеаль-

ного теплового контакта на поверхности жёсткого соединения слоёв. Выражения (2.8) опре-

деляют условия периодичности для круговой области. В начальный момент времени (2.9) ци-

линдр находится в недеформированном состоянии, а его температурное поле определяется 

температурой первоначального состояния 0Т . 

В процессе решения задачи 0  определяется из условия подключения электродирован-

ных поверхностей цилиндра к измерительному прибору с большим входным сопротивлением: 

2

2

|

0

0r r RD d
t



=




 =

  ,  (2.10) 

где ( ), ,rD r t  – радиальная компонента вектора индукции электрического поля. 

Порядок расчёта 

На первом этапе решения задачи (2.1)–(2.9) применяется метод конечных косинус- и 
синус-преобразований Фурье [22] при использовании трансформант 

( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( )  ( )
2

0

, , , , , , , , , , , , , , , , cosH H HU r n t r n t r n t U r t r t r t n d



  =        , (2.11) 
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( ) ( ) ( )
2

0

, , , , sinHV r n t V r t n d



=     

и формул обращения 

( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( )  ( )
0

, , , , , , , , , , , , , , , , cosn H H H

n

U r t r t r t U r n t r n t r n t n d


=

     =      , (2.12) 

( ) ( ) ( )1

1

, , , , sinH

n

V r t V r n t n d


−

=

 =    , 

причём ( 0n = : ( )
1

2n

−
 =  ; 0n  : 

1

n

− =  ). 

На следующем этапе преобразований неоднородные граничные условия (2.5)–(2.7) от-

носительно трансформант HU , HV , H , H  приводятся к однородным при использовании 

разложений: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

1

1

, , , , ( ) , ,
j j

H H

j

U r n t P r n t X r u r n t
=

= + , (2.13) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

2

1

, , , , ( ) , ,
j j

H H

j

V r n t P r n t X r v r n t
=

= + , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

3

1

, , , , ( ) , ,
j j

H H

j

r n t P r n t X r r n t
=

 = +  , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

4

1

, , , , ( ) , ,
j j

H H

j

r n t P r n t X r T r n t
=

 = + . 

В выражениях (2.13): ( ) ( )1

1 2( )X r H r R R= − − , ( ) ( ) ( )2

1 1 2( )X r H r R H r R R= − − − − , 

( ) ( )3

1( )X r H R r= − ; ( )...H  – единичная функция Хэвисайда; ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 24 0, , , , ,
j j

j HP r n t P r n t f r n t+= +  , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 27 0, , , , ,
j j

j HP r n t P r n t f r n t+= +  , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 30 0, , , , ,
j j

j HP r n t P r n t f r n t+= +  , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 18 21 1, , ,
j

j H j HP r n t f r n f z n t+ +=  +  ; 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 3 1, , ,

j

j H j HP r n t f r n f z n t+=  +  , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 6 9 1, , ,
j

j H j HP r n t f r n f z n t+ +=  +  , 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 12 15 1, , ,

j

j H j HP r n t f r n f z n t+ +=  +  ; 

1( )f r …
41( )f r  – дважды дифференцируемые функции; 

( )    ( )
2

1 0 1 0

0

, , , ( , ), , cosH H Hn t t n d



   =       . 

Подстановка (2.13) в расчётные соотношения относительно 
HU , 

HV , 
H , 

H  при вы-

полнении условий 

r R= : 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

3

3 3 3 31

7 1 2 4 1

1
H

P
b P nP b

r R


+ + = 


, 

( )
( ) ( )

3

3 32

2 1 0
P

R P nP
r


− − =


, (2.14) 

( )3

4 1HP =  ; 

1 2,r R R= : ( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( ) 2 2 2

1 2 4 1 2 4
| |

, , , ,
j j j

r r
P P P P P P

+ −
= , 

( )

1

2

4 | 0r RP = = , 
( )

2

2

4 | 0r R HP = =  , (2.15) 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

32 2 2

331 1 2 1 1 2

7 4 4 9 3 4

| |

j j j

j j j j

r r

PP P P P P P
b n b P b a n P

r r r r r r r
+ −

        
+ + − = + + + −                    

, 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

2

2 2 22 2

2 1 10 2 2 1 5 3

| |

j

j j j

r r

P P
r P nP b a r P nP a nP

r r
+ −

     
− − = − − −             

, 
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( )
( )

( )2

3 4

11
| |

j

j

r r

P P
b

r r+ −

 
=

 
, при j  = 1, 3; 

1r = : 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1

1 1 1 1 11

7 1 2 4 4 0
P

b P nP b P
r


+ + − =


, 

( )
( ) ( )

1

1 12

2 1 0
P

P nP
r


− − =


, (2.16) 

( )

( )
( )

1

14

4

8

1
Hj

P
P

rb


+ = 


; 

позволяет записать начально-краевую задачу относительно функций Hu , Hv , H , HT : 

– для слоя пьезокерамики ( 2j = ): 

( )
( )

( )
2

1 2 2 1

3 22

H H

H H

a a n a au vn
u a a v

r r r rr

+ +  
− + + − + 

  
  (2.17) 

2

54

6 12

H H H

H H

a na T
T a F

r r r rr

 
+ − −  − + =

 
, 

( )2

2 1 2 2 3 12

H H H H

H

v v u un
a n a a u a a

r r r rr
a

  
 − + −  + + − 

  
 

4 5 6 2

H H

H

Tn
a a a n F

r r r

 
− +  + = 

 
, 

2

7 8 9 10 22 2

1H H H H Hu u u
a n a a a n

r r r rr r

   
− + +  + − +

  
 

( )10 9 10 11 3

H H

H

v vn
a a a a T F

r r r

 
+ + − +  =  

, 

2

12 12 13 42

H H H H

H H

T n T v
T a u a n a F

r t r rr

   
 − − +  + − = 

   
; 

– для упругого изотропного материала ( j  = 1, 3): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 2 3 4 52

1j j j j jH

H H H

Tn n
b u b b v b F

r r r r rr
u

  
− + − − = 

   
 , (2.18) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 2 3 4 62

1j j j j jH

H H H

Tn n
b v v b b u b n F

r r r r rr

  
 − − + + = 

  
, 

( ) ( ) ( )2

5 6 72

j j jH H H

H H

T T v
n b T b u n F

r t rr

    
 − − +  + =  

    
; 

– начально-краевые условия: 

r R= : ( ) ( )3

7

1
0H

H H

u
b u nv

r R


+ + =


, 0H

H H

v
R v nu

r


− − =


, 0HT = ; (2.21) 

1 2,r R R= :    
| |

, , , ,H H H H H Hr r
u v T u v T

+ −
= , 0H = , (2.20) 

( ) ( ) ( )
7 4 9 3

| |

j j jH H H H H H H

H H

r r

u u v u u v
b n b T b a n T

r r r r r r r
+ −

       
+ + − = + + + −      

        
, 

( )
10 2 5

| |

jH H

H H H H H

r r

v v
r v nu b a r v nu a n

r r
+ −

      
− − = − − −         

, 

( )
11

| |

jH H

r r

T T
b

r r+ −

 
=

 
; 



ВЕСТНИК ИНЖЕНЕРНОЙ ШКОЛЫ ДВФУ. 2025. № 1(62)│FEFU: SCHOOL OF ENGINEERING BULLETIN. 2025. No. 1(62) 

 

10 www.dvfu.ru/vestnikis 

 

ISSN 2227-6858 
 

1r = :   ( ) ( ) ( )1 1

7 4 0H

H H H

u
b u nv b T

r


+ + − =


, 0H

H H

V
V nU

r


− − =


, (2.19) 

( )1

8 0H
H

T
b T

r


+ =


; 

0t = :   0H Hu u= , 0H Hv v= , 0H H =  , 0H HT T= , (2.22) 

В выражениях (2.17)–(2.22): 
( ) ( ) ( )

3

0 1

1

, ,0 ( )
j j

H

j

u P r n X r
=

= − , 

( ) ( ) ( )
3

0 2

1

, ,0 ( )
j j

H

j

v P r n X r
=

= − , 
( ) ( ) ( )

3

0 3

1

, ,0 ( )
j j

H

j

P r n X r
=

 = − , 
( ) ( ) ( )

3

0 4

1

, ,0 ( )
j j

H

j

T P r n X r
=

= − ; 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )2 2 22 2 22
1 2 2 2 2 22 1 3 3 51 2 4 4

1 1 3 2 2 3 4 62 2

a a n a a P P a nP P a Pn
F P a a P P P a

r r r r r r r rr r

+  +   
= − + − + − − + − + − 

     

 , 

( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )22 2 2 2 2

2 22 32 2 1 1 4

2 2 1 2 2 1 3 1 4 5 3 62

PP P P P Pn n
F a n a a P a a a a P a n

r r r r r r rr
a

    
=  + + +  + + + +  −          

− , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
2 2 2 2 2 2 2

22 23 3 1 1 1 2 2

3 7 8 9 10 10 9 10 11 42 2

1P P P P P P Pn
F a n a a a n a a a a P

r r r r r r rr r

    
=  − −  − + − + − −  

     
, 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )22 2 22
2 2 34 4 2

4 4 12 1 12 132

PP n P P
F P a P a n a

r t r rr

  
= − + + +  + −     

, 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )2

4

5 1 1 1 2 3 2 42

1
j

j j j j j j j j Pn n
F P b P b b P b

r r r r rr

  
= − + − − + 

   
 , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )2

4

6 1 2 2 2 3 1 42

1
j

j j j j j j j j Pn n
F b P P b b P b n

r r r r rr

  
= −  + + + − 

  
, 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

24 4 2

7 5 4 6 12

j j j

j j j j jP P P
F n b P b P n

r t rr

   
= − + + +  +        

. 

Решение полученной начально-краевой задачи (2.17)–(2.22) можно получить, применив 

структурный алгоритм биортогонального конечного интегрального преобразования (далее – 

КИП) [23]. Для этого на сегменте [ R , 1] вводится КИП с неизвестными компонентами вектор-

функций ядер преобразований ( )1 ,inK r … ( )4 ,inK r , ( )1 ,inN r … ( )4 ,inN r : 

1

1 2 3 4( , , ) ( , )H H

in H n H in

R

v
G n t m T m j u n m K r rdr

r r

   
 = + + −   

  
 , (2.23) 

( ) ( ) ( ) ( ) , , , , , , , , , , ,H H H Hu r n t v r n t r n t T r n t =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 
2

1 2 3 4

1

, , , , , , , , ,in in in in in in

i

G n t N r N r N r N r K


−

=

=      , 

где   ( ) ( )  ( )   ( ) ( ) ( )  ( )1 1 1 2 3 3 3

1 2 3 5 6 12 13 5 6, , , ,0 ( ) 1, , ( ) , ,0 ( )m m m b b X r a a X r b b X r= + + ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3
, , ( ) , ( ) , ( )k in k in k in k inK r K r X r K r X r K r X r =  +  +   при k  = 1, 2, 4;

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3
, , ( ) , ( ) , ( )k in k in k in k inN r N r X r N r X r N r X r =  +  +   при k  = 1, 2, 4; 

( ) ( ) ( )2

3 3, ,in inK r K r =  , ( ) ( ) ( )2

3 3, ,in inN r N r =  ; 
1

2

4 4

0

( , ) ( , )in in inK K r N r rdr=   ; 

in , in  – собственные значения однородных линейных краевых задач относительно сопряжён-

ных ( ),k inK r  и инвариантных ( ),k inN r  компонент вектор-функций ядер КИП (при k  = 1…4). 

Алгоритм преобразования КИП для длинного цилиндра, выполненного из упругого 

изотропного и электроупругого материалов, подробно описан в работах авторов [24, 25]. 

Окончательные выражения функций ( ), ,U r t , ( ), ,V r t , ( ), ,r t   и ( ), ,r t   при ис-

пользовании формул обращения (2.23), (2.12) и разложения (2.13) принимают вид: 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

2

1 1

0 1 1

, , , , ( ) ( , , ) , cos
j j

n in in in

n j i

U r t P r n t X r G n t N r K n d
 

−

= = =

 
 =  +     

 
   , (2.24) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

21

2 2

1 1 1

, , , , ( ) ( , , ) , sin
j j

in in in

n j i

V r t P r n t X r G n t N r K n d
 

−−

= = =

 
 =  +     

 
   , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

2

3 3

0 1 1

, , , , ( ) ( , , ) , cos
j j

n in in in

n j i

r t P r n t X r G n t N r K n d
 

−

= = =

 
  =  +     

 
   , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

2

4 4

0 1 1

, , , , ( ) ( , , ) , cos
j j

n in in in

n j i

r t P r n t X r G n t N r K n d
 

−

= = =

 
  =  +     

 
   . 

Функции ( ) ( )1 , ,
j

P r n t … ( ) ( )4 , ,
j

P r n t  определяются из условия упрощения правых частей 

дифференциальных уравнений (2.17), (2.18) и удовлетворения условий (2.14)–(2.16) [24, 25]. 

Потенциал ( )0 t  при заземлении внутренней электродированной поверхности пьезо-

керамического слоя определяет, на основании равенств (2.10) и (2.24), величину электриче-

ского напряжения ( ) ( )0U t t=  : 

( ) ( ) ( )1

1 2 3U t Q Q t Q t−= +  
% ,  (2.25) 

где 
( ) ( ) ( )

2

32 26 26

1 8 9
0

2
n

r R

df r df r f r
Q a a

dr dr r =

=

 
=  − − 

 
, ( )

( ) ( )
( )

( )

2

22 2

2 31 1

2 8 9 11 4
0n

r R

PP P
Q t a a a P

r r r =

=

 
= + + − 

   

, 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

2

0 1 0 1 0 3 0

3 8 9 11 4 02
1 0 |

,0, , , ,
,

i i i i

i

i i r R

G t N r N r N r
Q t a a a N r

r r rK



=
=

      
= + +  − 

  
 . 

Анализ результатов 

В качестве примера рассматривается длинный полый трёхслойный цилиндр (b  = 0,02 м, 

2a  = 0,0175 м, 
1a  = 0,0075 м, a  = 0,005 м , 5,6 =  Вт/(м2×K), внешний теплоизоляционный слой 

которого изготовлен из пластика ( 1j = ), средний – из пьезокерамики состава PZT-4 ( 2j = ), а 

внутренний – из стали ( 3j = ). 

Физико-механические характеристики материалов [17]: 

     10

11 13 33 55, , , 13,9, 7,43, 11,50, 2,56 10c c c c =   Па, 
( ) ( )   1 3 10, 20, 0,33 10E E =   Па, 

 
( ) ( )   1 3

, 0,28, 0,33v v = , 
( ) ( ) ( )   1 2 3

, , 50, 1,6, 0,2   =  Вт/(м×K), 
( ) ( ) ( )   1 2 3 5, , 1,2, 0,4, 8 10t t t

−   =   1/K,
 

( ) ( ) ( )   1 3 3 6, , 3,8, 3, 0,23 10k k k =   Дж/(м3×K),     9

11 33, 6,45, 5,62 10−  =   Ф/м, 

   15 31 33, , 12,7, 5,2, 15,1e e e = −  Кл/м2, 
6

3 0,6 10g −= −   Kл/(м2×К). 

Изменение температуры на внутренней поверхности многослойной конструкции опи-

сывается следующей зависимостью: 

( ) ( )1 0, 2 2
2 2 2 2

t Y t H H T H H

 

              
  = −  +  + −  +  − −  + −           

          
, 

где ( ) ( ) ( )max max max

max

sin
2

Y t T t H t t H t t
t

 

   

  
= − + −  

   
;   – участок, величина центрального 

угла, на котором происходит изменение температуры ( )Y t  (см. рис. 2); maxT , maxt  – макси-

мальное значение внешнего температурного воздействия и соответствующее ему время в раз-

мерной форме ( maxT  = 373 К (100ºС), 
0T  = 293 К (20ºС), maxt  = 1 с). 
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При этом температура внешней среды 
 равна первоначальной температуре тела в не-

деформированном состоянии 0T  (т.е. 0 = ). 

 
Рис. 2. Участок неосесимметричного температурного воздействия ω*1  

на внутреннюю поверхность многослойной конструкции 

Fig. 2. Area of the non-axisymmetric temperature impact ω*1  
on the inner surface of the multi-layered сonstruction 

На рисунке 3 изображены графики приращения температуры ( )*,0,r t , а также пере-

мещений вдоль радиуса ( )*,0,U r t  по радиальной координате r  в различные моменты вре-

мени, а на рисунке 4 показаны графики изменения ( )*, ,r t  , ( )*, ,U r t  и окружных переме-

щений ( )*, ,V r t  соответственно по угловой координате   при установившемся температур-

ном поле на внутренней и внешней поверхностях многослойной конструкции. 
 

 

Рис. 3. Зависимости (a) Θ* и (b) U от r при:  
1 – t*=t*max; 2 – t*=100t*max; 3 – t*=500t*max 

Fig. 3. (a) Θ* and (b) U depending on r for:  
1 – t*=t*max; 2 – t*=100t*max; 3 – t*=500t*max 

Анализ результатов расчёта позволяет сделать следующие выводы: 

– внутренний слой из стали имеет высокую теплопроводность и прогревается доста- 
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точно быстро при max100t t = . При этом в остальной части конструкции, за счёт высоких теп- 

лоизоляционных свойств пластика, установившееся температурное поле наблюдается при 

max500t t =  (см. рис. 3a); 

 

 

Рис. 4. Зависимости (a) Θ*, (b) U и (c) V от φ:  
сплошная линия – r =1; пунктир – r =R 

Fig. 4. (a) Θ*, (b) U and (c) V depending on φ:  
solid line – r =1; dotted line – r =R 

– изменение температуры на части внутренней поверхности конструкции (рис. 4a, 

пунктирная линия) приводит к повышению температуры практически на всей внешней по-

верхности (см. рис. 4a, сплошная линия); 

– высокие коэффициенты линейного температурного расширения стали и пластика 

обеспечивают большие значения, по сравнению с пьезокерамическим материалом, относи-

тельных деформаций rr

U

r


 =


 в соответствующих слоях конструкции (см. рис. 3b); 

– при установившемся температурном режиме ( max500t t = ) увеличение толщины кон-

струкции наблюдается в основном на участке температурного воздействия, а угловые переме-

щения определяются двумя полуволнами вдоль окружной образующей (см. рис. 4b, 4c). 

На рисунке 5 приведены графики изменения электрического напряжения ( )U t%  (2.25) 

между электродированными поверхностями пьезокерамического слоя по времени t  при раз-

личной компоновке слоёв электроупругой конструкции. Цифрами от 1 до 4 обозначены ре-

зультаты для различных наборов слоёв (толщины слоёв во всех вариантах одинаковы). 
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Рис. 5. Зависимость Ũ от t:  
1) один пьезокерамический слой; 2) три слоя – сталь, пьезокерамика, пластик;  

3) два слоя – сталь (внутри), пьезокерамика; 4) два слоя – пьезокерамика, пластик (снаружи) 

Fig. 5. Ũ depending on t:  
1) piezoceramic layer only; 2) three layers – steel, piezoceramics, plastic;  

3) two layers – steel (inside), piezoceramics; 4) two layers – piezoceramics, plastic (outside) 

Поскольку при сплошном электродном покрытии напряжение ( )U t  определяется осе-

симметричной составляющей разложений (2.24), то для выбора конструкции, позволяющей 

наиболее эффективно преобразовывать внешнее температурное воздействие в электрический 

сигнал, удобнее всего пользоваться следующей характеристикой сжатия пьезокерамического 

слоя: 

( )
( ) ( )2 1| 0 | 0

2 1

,0, ,0,
n n

U R t U R t
F t

R R

= =
−

=
−

. 

В настоящем примере максимальные значения функции ( )F t  для различных конструк-

ций, согласно рисунку 5, имеют следующие величины: 1) 53,68 10− ; 2) 59,01 10− ; 

3) 59,26 10− ; 4) 53,11 10− . Сравнение результатов для амплитудных значений функций ( )F t  

и ( )U t  подтверждает справедливость данного утверждения. 

Заключение 

Результаты расчёта показывают, что наличие в конструкции датчика слоя из стали, име-

ющей высокий коэффициент линейного температурного расширения ( )3

t , приводит, по срав-

нению с другими вариантами конструктивного решения, к росту амплитудных значений элек-

трического напряжения ( )U t% . Использование в конструкции слоя из пластика не приводит 

к увеличению значений ( )U t , поэтому данный материал можно использовать только как теп-

лоизоляционный.  

Наконец, алгоритм решения задачи термоэлектроупругости, разработанный в данной 

работе, позволяет при необходимости рассмотреть иные конструктивные решения темпера-

турных датчиков с различным количеством упругих и электроупругих слоёв произвольной 

толщины.   
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