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Аннотация. В работе рассматривается опирание двутавровой балки на бетонную стену. В модели про-

изводится учёт одностороннего взаимодействия балки и бетонной стены, который ведёт к перераспре-

делению усилий взаимодействия и, соответственно, максимальных напряжений, возникающих в бе-

тоне в области контакта. Рассчитываются варианты с разной величиной заглубления балки в стену. 

Показаны распределения усилий взаимодействия в области контакта стены с балкой при односторон-

нем и двухстороннем взаимодействии. По полученным результатам можно сделать вывод об уменьше-

нии максимальных сжимающих напряжений в бетоне в области контакта в нелинейной постановке при 

определённой величине заглубления балки. 
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Введение 

Контактное взаимодействие элементов строительных конструкций является одной из 

ключевых задач механики деформируемого твёрдого тела. В современных условиях проекти-

рования и строительства особое внимание уделяется моделированию контактных усилий, воз-

никающих при взаимодействии различных конструктивных элементов, таких как балки, 

стены, колонны и плиты. Правильное определение этих усилий важно для обеспечения надёж-

ности и долговечности конструкций. Исследование контактных взаимодействий строитель-

ных конструкций, особенно в контексте взаимодействия стальных и бетонных элементов, ак-

тивно развивается в последние десятилетия. Ключевыми направлениями исследований в этой 

области являются анализ контактных напряжений, моделирование одностороннего контакта, 

а также изучение влияния различных факторов на контактные усилия. 

Основой для проектирования является СП 266.1325800.2016 «Конструкции сталеже-

лезобетонные. Правила проектирования» и «Руководство по проектированию сталежелезобе-

тонных конструкций» от Ассоциации развития стального строительства. Чаще всего в норма-

тивных документах рассматриваются варианты расчёта несъёмных опалубок, жёсткой арма-

туры и устройства железобетонных перекрытий на стальных балках. В индивидуальном стро-

ительстве распространён вариант устройства перекрытия из стальных балок с описанием на 

стены.  

Моделирование узлов опирания балок и их одностороннего взаимодействия – распро-

странённая задача. В статье [1] рассматривается методика расчёта стальных двутавровых ба-

лок с учётом эффекта частичного защемления опорных узлов, что позволяет снизить матери-

алоёмкость конструкций. Моделирование выполнено на основе численного анализа трёхмер-

ных конечно-элементных моделей в комплексе SCAD Office, а предложенный подход помо-

гает перераспределять изгибающие моменты и оптимизировать сечения балок, повышая эко-

номичность и надёжность балочных систем.  

В работе [2] авторы рассматривают динамический односторонний контакт между 

двумя балками, моделируемый с использованием условий Синьорини. В предложенном авто-

рами алгоритме задача аппроксимируется системой обыкновенных дифференциальных урав-

нений. Приведены результаты моделирования для случая периодического воздействия на одну 

из балок и исследованы характеристики передачи вибраций через контактный стык.  

В [3] авторы предлагают нелинейный динамический решатель для моделирования од-

ностороннего взаимодействия жёсткого колеса с гибкой балкой. Автор расширяет схему дис-

кретизации Эйлера, добавляя линейный комплементарный подход для явной интеграции по 

времени, что позволяет учесть трение и возможный разрыв контакта между колесом и балкой.  

В статье [4] рассматривается задача максимизации жёсткости (измеряемой через подат-

ливость) упругой структуры с односторонним, без трения контактом в рамках топологической 

оптимизации. Односторонний контакт вводится в непрерывную формулировку задачи упру-

гости в регуляризованной форме с асимметричным законом поведения, связывающим нор-

мальную компоненту вектора напряжений с нормальным смещением. Предложен алгоритм 

оптимизации, ранее разработанный для линейной упругости, который адаптирован для нели-

нейной задачи с односторонним контактом. Приведены численные примеры для задач двумер-

ной упругости.  

В [5] авторы рассматривают задачу оптимального предварительного напряжения для 

стабилизации упругих конструкций с контактными интерфейсами, подверженными трению, 

при статических нагрузках. Модель линейной упругой конструкции с односторонним контак-

том формулируется как несимметричное вариационное неравенство. Целью является закрытие 

контактных стыков и минимизация сдвигов, вызванных трением, при минимальных усилиях. 

Для решения этой нелинейной и негладкой задачи используются методы анализа негладких 

функций, а численная реализация интегрируется в существующее ПО методом статической 

конденсации.  
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В исследовании [6] представлены алгоритмы для моделирования контакта с трением 

между грунтами и жёсткими или деформируемыми конструкциями в рамках метода гидроди-

намики частиц. Предложенные методы улучшают точность и эффективность контактного мо-

делирования в геотехнических задачах, таких как забивка свай и движение подпорных стен, 

что подтверждено численными тестами. 

Настоящее исследование посвящено анализу контактных усилий, возникающих в ре-

зультате взаимодействия стальной балки с бетонной стеной. В рассматриваемой задаче балка 

свободно опирается на стену, что приводит к возникновению одностороннего контакта, при 

котором возникают только сжимающие контактные напряжения. Односторонний контакт ха-

рактерен тем, что контактные силы могут возникать только при сближении контактирующих 

поверхностей, что делает эту задачу достаточно сложной для моделирования и анализа. 

Предмет исследования: контактные усилия и напряжения, возникающие при односто-

роннем контакте стальной балки с бетонной стеной. 

Объект исследования: стальная балка, свободно опёртая на бетонную стену, рассмат-

риваемая в условиях одностороннего контакта. 

С учётом симметрии задачи для моделирования было принято решение рассматривать 

только половину пролёта балки, что снижает вычислительную сложность, не теряя при этом в 

точности результатов. В ходе исследования проводится анализ контактных усилий и макси-

мальных напряжений в бетоне, возникающих в области контакта. Особое внимание уделяется 

определению максимальных контактных напряжений в сравнении одностороннего и двухсто-

роннего контактов, что важно для проектирования и оптимизации конструкции. 

Целю данного исследования является изучение влияния жёсткости стальной балки и 

величины её заглубления в бетонную стену на контактные усилия и напряжения, возникающие 

при одностороннем контакте. 

Из поставленной цели необходимо решить следующие задачи: 

1. Разработать математическую модель для анализа контактных усилий в стальной 

балке, свободно опёртой на бетонную стену, и программно реализовать её. 

2. Определить влияние величины заглубления балки в стену на распределение контакт-

ных усилий и напряжений в бетоне. 

3. Проанализировать результаты численного моделирования для линейной и нелиней-

ной постановок задачи. 

4. Сформулировать рекомендации для проектирования конструкций с учётом получен-

ных результатов. 

Методы и результаты 

Предложенная задача одностороннего контакта ставится в виде линейной задачи до-

полнительности (ЛЗД). Для решения поставленной задачи используется шаговый метод 

Лемке. За основу взят алгоритм, разработанный и представленный в [7]. Использование дан-

ного подхода к решению контактных задач позволяет точно выполнять условия взаимонепро-

никновения контактирующих тел за конечное число шагов, без необходимости задавать пара-

метры итерационного процесса или определять жёсткость контактных связей. 

Для решения задачи в виде ЛЗД требуется дискретизация области контакта. В качестве 

метода решения линейной части задачи выбран метод конечных элементов (МКЭ). Для реали-

зации алгоритма решения задачи одностороннего контакта с трением написана программа на 

языке Python. В программе реализован МКЭ, простой генератор сетки конечных элементов 

(КЭ), метод Лемке решения ЛЗД и методы формирования таблиц метода Лемке. Густота сетки 

определена исходя из сходимости результатов решения задачи (отклонение результатов при 

сгущении сетки КЭ в два раза составило менее 5%). Стена моделируется с использованием 

четырёхузлового элемента плоской задачи теории упругости с двумя степенями свободы в 

узле, балка – с помощью рамного элемента плоской задачи с тремя степенями свободы в узле. 
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Расчётная схема представлена на рис. 1а, на рис. 1б показана расчётная схема МКЭ. 

Рассматривается монолитная бетонная стена с зоной контакта в месте стыка со стальной бал-

кой. Моделируется односторонний контакт балки с нижней и верхней частью стены. Также 

учитывается одностороннее взаимодействие с учётом трения для верхней и нижней части 

стены в области контакта длиной мLg 1.0=  для учёта возможности трещинообразования. 

Учитываемая область для верхней и нижней части стены мhw 3=  и мLw 3.0= . Половина 

длины балки LgLpLb −= , где мLp 3= – расстояние от внешней грани стены до середины 

пролёта балки.  

cтена
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Lg Lb

h
w

h
w Область 

контакта

Схема

МКЭ

a) б)
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Рис. 1. Расчётная схема стенки с балкой 

Fig. 1. Design scheme of the wall with beam 

Для нижнего рядя узлов стены запрещены вертикальные и горизонтальные перемеще-

ния; для верхней части стены (верхнего ряда узлов) запрещены горизонтальные перемещения; 

из условий симметрии для правого узла балки запрещены горизонтальное перемещение и по-

ворот (предполагается, что справа балка также опирается на стену). Рассматривается задача 

плоской деформации, когда перемещения из плоскости задачи равны нулю.  

Модуль упругости бетона равен Eс = 2е9 Па; коэффициент Пуассона – νс = 0,15; учиты-

ваемый собственный вес бетона – 
3

/324 мНe= , коэффициент трения принят равным f = 0,4; 

учитываемая толщина стены – 1 м. На стену сверху действует равномерно распределённая 

нагрузка от верхней части конструкции мНeqw /44= .  На балку действует равномерно рас-

пределённая нагрузка мНeqb /32= . В качестве балки выбран прокатный стальной двутавр 

№ 20. Модуль упругости балки ПаeEb 112= ; момент инерции 
4

584.1 мeIb −= ; площадь 

2
368.2 мeAb −= . 

Решением ЛЗД являются усилия взаимодействия nx  и взаимные перемещения nz  в зоне 

контакта. На рис. 2 представлены графики nx  и nz  для мLg 05.0=  в нелинейной постановке 

задачи с односторонними связями. Синим цветом выделена балка. Взаимодействия балки с 

верхней и нижней частями стены показаны сверху и снизу от зоны контакта соответственно; 

слева от балки односторонне взаимодействуют верхняя и нижняя части стены. Графики уси-

лий и перемещений наложены на деформируемую схему в увеличенном в 200 раз масштабе. 

Положительными усилиями взаимодействия по нормали 0nx  считаются усилия, сжимаю-

щие контактирующие узлы в рассматриваемой зоне контакта. 

Рассмотрим в качестве переменного параметра расстояние зазора от балки до внешней 

части стены Lg  и длину балки Lb . В таком случае длина половины пролёта балки Lp остаётся 
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неизменной (рис. 3а). На рис. 3б показана КЭ схема до деформаций; на рис. 3в – после дефор-

маций, масштаб деформаций увеличен в 400 раз (М400:1). 
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Рис. 2. Зона контакта. Усилия взаимодействия xn и взаимные перемещения zn 

Fig. 2. Contact zone. Interaction forces xn and mutual displacements zn 

Lb

Lp

Lg
Lg

a) б) в)  

Рис. 3. Узел. Переменные параметры 

Fig. 3. Unit. Variable parameters 

Таким образом, при изменении параметров Lg  и Lb  и решении контактной задачи по-

лучаем зависимость максимальных (по модулю) усилий взаимодействия в зоне контакта от 

расстояния Lg  от балки до внешней грани стены. Результаты для линейной постановки задачи 

(двухсторонние связи) для максимальных усилий взаимодействия по нормали nx  и по каса-

тельной tx  к поверхности контакта приведены на рис. 4. 
  

 

Рис. 4. Усилия взаимодействия. Линейная постановка 

Fig. 4. Interaction forces. Linear formulation 

Аналогично получаются результаты для нелинейной постановки задачи (односторон-

ние связи с трением) для максимальных  и (рис. 5). 
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Рис. 5. Усилия взаимодействия. Нелинейная постановка 

Fig. 5. Interaction forces. Nonlinear formulation 

Наглядно показывает отличия в линейной и нелинейной постановках деформируемая 

схема узла балки и стены с увеличенным масштабом деформаций в 400 раз (рис. 6). 
 

 

Рис. 6. Деформируемые схемы для линейной и нелинейной постановок 

Fig. 6. Deformed schemes for linear and nonlinear formulation 

Из полученных усилий взаимодействия рассчитываются напряжения в области кон-

такта. На рис. 7 представлена зависимость максимальных напряжений по вертикали sy ( y ) и 

по горизонтали sx ( y ) от расстояния , изменяющегося от 0 до 0,3 м (толщина стены), в 

линейной постановке (двухсторонние связи). На рис. 8 показан аналогичный график для нели-

нейной постановки (односторонние связи). 
 

 
Рис. 7. Напряжения. Линейная постановка 

Fig. 7. Stresses. Linear formulation 

Плавное изменение максимальных напряжений в нелинейной постановке говорит о по-

лучении модели, частично схожей с моделированием заделки конечной жёсткости. Здесь 

можно выделить два крайних случая: 
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1. Lg = 0, балка заглублена в стену на всю толщину до внешней левой грани. Модели-

руется упрощённый вариант жёсткой заделки. Данный способ моделирования жёсткого опи-

рания является приблизительным, но его правдоподобие подтверждается практическим сов-

падением максимальных напряжений для линейной и нелинейных постановок (рис. 7 и 

рис. 8). 

2. Lg=Lw=0,3, балка не заглублена в стену. Моделируется шарнирное опирание на 

стену. 
 

 
Рис. 8. Напряжения. Нелинейная постановка 

Fig. 8. Stresses. Nonlinear formulation 

Обсуждение результатов 

Произведена серия расчётов двутавровой балки, односторонне опирающейся на бетон-

ную стену. В задаче принят ряд упрощений: 

1. Балка моделируется стержнем, и в узле примыкания балки к стене не учитывается 

толщина её сечения. 

2. Материал балки и стены работают линейно по закону Гука. 

3. Возможность образования трещин в бетоне учитывается только в области рассмат-

риваемого контакта балки со стеной. 

Из полученных зависимостей на рис. 7 и рис. 8 можно отметить, что максимальные 

напряжения возникают в линейной постановке задачи при уменьшении заглубления балки в 

стену. Здесь важно отметить, что напряжения в нелинейной постановке в бетоне при величине 

заглубления Lg=0,15 м (на половину стены) оказались выше на 50%, 1,65 МПа против 3,42 МПа 

(рис. 7 и рис. 8). Большая разница по напряжениям показывает, что при определённой вели-

чине заглубления балки в стену напряжения в линейной и нелинейной постановках могут су-

щественно различаться, и на ответственных объектах строительства учёт одностороннего кон-

такта необходим. 

Заключение 

В результате выполнения поставленных задач были получены следующие ключевые 

результаты: 

1. Разработана математическая модель для анализа контактных усилий в стальной 

балке, свободно опёртой на бетонную стену. За основу взята постановка задачи в виде ЛЗД. 

Задача решается с помощью метода Лемке. Формирование данных с помощью МКЭ и решение 

задачи выводом результатов расчёта программно реализованы на языке Python. 

2. Получены графики зависимостей максимальных усилий взаимодействия и напряже-

ний в зоне контакта в зависимости от величины заглубления балки в линейной и нелинейной 

постановках. 
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3. Проанализированы результаты численного моделирования. В зависимости от вели-

чины заглубления балки в стену линейная и нелинейная модели имеют различные пики мак-

симальных напряжений в области контакта.  

Для случаев моделирования жёсткой заделки с полным заглублением балки в стену и 

шарнирным опиранием достаточно использовать линейную модель расчёта. Для промежуточ-

ных случаев напряжения в нелинейной постановке могут оказаться больше, вплоть до 50%, из 

чего следует необходимость использования более сложных моделей, учитывающих односто-

роннее взаимодействие в месте опирания балки на стену. Следует обратить внимание, что опи-

рание балки в точке на внутренней грани стены невозможно, т.к. балка обязательно заводится 

на минимально необходимую величину в стену либо крепится к закладной детали. 

Анализ полученных результатов позволяет сделать вывод о необходимости учёта од-

ностороннего взаимодействия в области контакта балки со стеной, за исключением ситуации, 

когда балка опирается на всю толщину сечения стены.   
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