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Аннотация. Целью настоящей работы является исследование форм консолей на основе вариационного 

принципа Кастильяно при использовании двойственности постановки задач на условный экстремум с 

интегральными связями и сопоставление их с традиционными формами. Достаточным условием до-

стижения глобального экстремума функционала цели является введение энергетического начала в про-

цедуру решения изопериметрической задачи. Целью задачи определения формы является распределе-

ние материала таким образом, чтобы был достигнут глобальный минимум потенциальной энергии де-

формации при переменных напряжениях, параметрах формы и введённых ограничениях. В рассматри-

ваемом частном случае без нарушения энергетического начала и изопериметрии вводится ограничение 

на перемещения. Установлено, что на консоли, нагруженной на краю сосредоточенной силой, выгод-

нее менять ширину сечения (экономия материала 33%), чем его высоту (экономия 19%). 
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Введение 

Единая методологическая основа анализа и синтеза объектов строительной механики – 

вариационные принципы механики деформируемого твёрдого тела, которым присуще энерге-

тическое начало. Для анализа систем используются в первую очередь принципы Лагранжа и 

Кастильяно. Вариационные принципы синтеза сформулированы в работе [1] как обобщение 

упомянутых принципов в случае расширения функционального пространства за счёт полей 

функций формы и (или) модулей упругости материала. Важным признаком этих принципов 

является достижение абсолютного (глобального) экстремума функционала цели. 

Исследования в этой области приходят на смену бытовавшим ранее весовой и другим 

формам оптимизации конструкции. Примеры многочисленных работ в этом направлении 

можно встретить в обзоре [2]. Постановка задачи с сугубо экономическим критерием (мини-

мум объёма, массы, стоимости и т.п.) при сопутствующем выхолащивании физического со-

держания выходит за рамки механики деформируемого твёрдого тела. Как следствие, не га-

рантируется достижение глобального экстремума функционала цели ввиду допустимого от-

сутствия у него свойства выпуклости. 

Критерии оптимальности с позиций сугубо экономических носят субъективный харак-

тер. С позиций вариационных принципов синтеза критерии не представляются априорными, а 

обуславливаются уравнениями структурообразования, являющимися следствием стационар-

ности исследуемого функционала. Краткий обзор работ в этом направлении приведён в ста-

тьях [3–5].  

Целью настоящей работы является исследование форм консолей на основе вариацион-

ного принципа Кастильяно при использовании двойственности постановки задач на условный 

экстремум с интегральными связями и сопоставление их с традиционными формами.  

Материалы и методы  

Как отмечалось выше, достаточными условиями достижения глобального экстремума 

функционала цели является введение энергетического начала в процедуру решения изопери-

метрической задачи. 

Целью задачи определения формы является распределение материала таким образом, 

чтобы был достигнут глобальный минимум потенциальной энергии деформации J при пере-

менных напряжениях σ⃗⃗ , параметрах формы ѱс и введённых ограничениях. В этом случае функ-

ционал свободной вариационной задачи имеет вид [1]:  

( )1 1 0
σ, ψ μ [ (ψ ) ],

с с
J J V V= + −

                                                                                       
(1) 

где       V0 – заданный объём; 

            μ1 – множитель Лагранжа, имеющий постоянное значение в изопериметрической за-

даче. 

В то же время можно задать величину потенциальной энергии деформации J0 и опре-

делить форму из условия, чтобы функционал объёма (ψ )
с

V имел стационарное значение. То-

гда функционал свободной вариационной задачи получает вид: 

( )1 2 0
ψ μ [ (σ,ψ ) ].

с с
V V J J= + −

                                                                                  
(2) 

В связи с двойственностью постановки задачи следует соотношение 2 1
μ 1/ μ= . Таким 

образом, 

( )1 2 0 1
μ [ (σ,ψ ) μ ψ ],

с с
V J J V= − +

                                                                              
(3) 

что по существу приводит к предыдущей задаче. Решения двух задач совпадают с точностью 

до множителя μ. 

Важный вывод состоит в том, что минимизация объёма материала должна строго со-

гласовываться с общефизическим принципом стационарного действия. 
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В частном случае без нарушения энергетического начала и изопериметрии вводится 

ограничение на перемещения. 

Проблема прочности решается путём подбора однородного или композиционного мте-

риала при достаточном соответствии с принятым ранее модулем упругости. 

Пример 1. Консоль длиной l нагружена силой F (рис. 1). При заданных модуле продоль-

ной упругости E, прогибе конца консоли v0 и высоте прямоугольного поперечного сечения h 

определить его ширину b(x). 
 

 

Рис. 1. Консоль 

Fig. 1. The console 

Потенциальную энергию деформации J  поставим в зависимость от изгибающих мо-

ментов M(x) и параметра b(x): 
 

𝐽 = ∫
𝑀2(𝑥)𝑑𝑥

2𝐸𝐼(𝑥)
= ∫

6(𝐹𝑥)2𝑑𝑥

𝐸𝑏(𝑥)ℎ3

𝑙

0

𝑙

0
.  

                                                                                                
(4)

 
 

Прогиб конца консоли 𝑣 = 𝜕𝐽/𝜕𝐹 представляется в виде:  
 

𝑣 =
12𝐹

𝐸ℎ3 ∫
𝑥2𝑑𝑥

𝑏(𝑥)

𝑙

0
.  

                                                                                                                   
(5)

  

При заданном прогибе конца консоли 𝑣0 функционал объёма представим по аналогии 

с формулой (2): 

𝑉1 = ℎ ∫ 𝑏(𝑥)𝑑𝑥 + μ[
𝑙

0

12𝐹

𝐸ℎ3 ∫
𝑥2𝑑𝑥

𝑏(𝑥)

𝑙

0
− 𝑣0].  

                                                                         
(6)

 
Одним из следствий стационарности функционала (6) является условие: 𝜕𝑉1/𝜕𝑏(𝑥) = 0, 

из которого вытекает уравнение: 
 

1 − μ
12𝐹

𝐸ℎ4

𝑥2

𝑏2(𝑥)
= 0,                                                                                                                (7)

                                                                                                    
откуда 

𝑏(𝑥) =
2𝑥

ℎ2
√

3𝐹μ

𝐸
,  

                                                                                                                  
(8)

 
то есть ширина сечения изменяется по линейному закону. Для нахождения множителя √μ ис-

пользуем второе следствие стационарности функционала (6): 𝜕𝑉1/𝜕μ = 0, из которого следует 

уравнение: 

6𝐹

𝐸ℎ
√

𝐸

3𝐹μ
∫ 𝑥𝑑𝑥 − 𝑣0 = 0

𝑙

0
,  

                                                                                                    
(9)

 
откуда 

√μ =
3𝐹𝑙2

𝐸ℎ𝑣0
√

𝐸

3𝐹
  .

                                                                                                                   
(10) 

 

Таким образом, выражение (8) принимает вид: 
 

𝑏(𝑥) =
6𝐹𝑙2

𝐸ℎ2𝑣0
𝑥.  

                                                                                                                  
(11)

 
Объём материала имеет выражение: 

𝑉 =
3𝐹𝑙4

𝐸ℎ2𝑣0
.  

                                                                                                                           
(12)

 
Сравним этот результат с расчётом той же консоли постоянного сечения. Объём её ра-

вен bhl, а прогиб краевого сечения, как известно, равен: 
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𝑣 =
𝐹𝑙3

3𝐸𝐼
.  

                                                                                                                             
(13)

 
Приравнивая его к прежней величине v0, получим уравнение: 

4𝐹𝑙3

3𝑏ℎ3 = 𝑣0,  
                                                                                                                           

(14) 

откуда 

𝑏 =
4𝐹𝑙3

𝐸ℎ3𝑣0
.                                                                                                                            (15) 

Соответственно, объём 

𝑉1 =
4𝐹𝑙4

𝐸ℎ2𝑣0
                                                                                                                            (16) 

увеличивается на 33%. 

Пример 2.Сохранив основные данные примера 1, предположим b=const, h=h(x). Тогда 

𝑉1 = 𝑏 ∫ ℎ(𝑥)𝑑𝑥 + μ
𝑙

0
(𝑣 − 𝑣0).                                                                                          (17) 

Аналогично формуле (5) представляем: 

𝑣 =
12𝐹

𝐸𝑏
∫

𝑥2𝑑𝑥

ℎ3(𝑥)

𝑙

0
.                                                                                                                  (18) 

Выражение (17) принимает вид: 

𝑉1 = 𝑏 ∫ ℎ(𝑥)𝑑𝑥 + μ
𝑙

0
[
12𝐹

𝐸𝑏
∫

𝑥2𝑑𝑥

ℎ3(𝑥)

𝑙

0
− 𝑣0].                                                                            (19) 

Одним из следствий стационарности функционала (19) является условие: 𝜕𝑉1/𝜕ℎ(𝑥) = 0, 

из которого вытекает уравнение: 

1 − μ
36𝐹

𝐸𝑏2

𝑥2

ℎ4(𝑥)
= 0,                                                                                                            (20) 

откуда 

ℎ(𝑥) = √μ
36𝐹𝑥2

𝐸𝑏2

4
.                                                                                                                (21) 

Для определения множителя √μ4  используем второе следствие стационарности функци-

онала (19):  𝜕𝑉1/𝜕μ = 0, из которого следует уравнение: 

12𝐹

𝐸𝑏
√(

𝐸𝑏2

36𝐹
)3

4

∫
𝑑𝑥

√(μ𝑥2)3
4 − 𝑣0 = 0

𝑙

0
,                                                                                         (22) 

или 

8∙ 36−3/4𝐹1/4𝐸−1/4𝑏1/2𝑙3/2μ−3/4 − 𝑣0 = 0,                                                                      (23) 

откуда 

√μ4 =
2

√6
𝐹1/12𝐸−1/12𝑏1/6𝑙1/2𝑣0

−1/3
 .                                                                                  (24) 

Таким образом, выражение (21) принимает вид: 

ℎ(𝑥) = 2√𝑙𝑥  √
𝐹

𝐸𝑏𝑣0

3
.                                                                                                          (25) 

Объём материала имеет выражение: 

𝑉 =
4

3
𝑙2√

𝐹𝑏2

𝐸𝑣0

3
.                                                                                                                     (26) 

Сравним этот результат с расчётом той же консоли постоянного сечения, имеющей про-

гиб краевого сечения (13). Приравнивая его прежней величине v0, из уравнения (14) получим: 
 

ℎ = √
4𝐹

𝐸𝑙𝑣0

  3
𝑙.                                                                                                                        (27) 

Соответственно, объём  

𝑉 = √
4𝐹𝑏2

𝐸𝑣0
 

3
𝑙2                                                                                                                      (28) 
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возрастает на 19%. 

Пример 3. Сохранив основные данные примера 1, предположим h=nb(x), где n – неко-

торое число. Тогда 

𝑉1 = 𝑛 ∫ 𝑏2(𝑥)𝑑𝑥 + μ
𝑙

0
(𝑣 − 𝑣0).                                                                                        (29) 

Аналогично формуле (5) представляем: 

𝑣 =
12𝐹

𝐸𝑛3 ∫
𝑥2𝑑𝑥

𝑏4(𝑥)

𝑙

0
.                                                                                                                   (30) 

Выражение (29) принимает вид: 

𝑉1 = 𝑛 ∫ 𝑏2(𝑥)𝑑𝑥 + μ
𝑙

0
[
12𝐹

𝐸𝑛3 ∫
𝑥2𝑑𝑥

𝑏4(𝑥)

𝑙

0
− 𝑣0].                                                                          (31) 

Одним из следствий стационарности функционала (31) является условие: 𝜕𝑉1/𝜕𝑙𝑏(𝑥) =
0, из которого вытекает уравнение: 

1 − μ
24𝐹

𝐸𝑛4

𝑥2

𝑏6(𝑥)
= 0,                                                                                                            (32) 

откуда 

𝑏(𝑥) = √μ
24𝐹𝑥2

𝐸𝑛4

6
.                                                                                                                (33) 

Для определения множителя √μ6  используем второе следствие стационарности функци-

онала (31):  𝜕𝑉1/𝜕μ = 0, из которого c учётом выражения (33) следует уравнение: 

3

5
12 ∙ 24−2/3𝑛−1/3𝐹1/3𝐸−1/3μ−2/3𝑙5/3 = 𝑣0,                                                                    (34) 

откуда 

√μ6 = (
3

5
)1/12 ∙ 121/4 ∙ 24−1/6𝐹1/12𝐸−1/12𝑛−1/12𝑙5/12𝑣0

−1/4
.                                             (35) 

Таким образом, выражение (33) принимает вид: 

𝑏(𝑥) = (
3

5
)1/4 ∙ 121/4𝐹1/4𝐸−1/4𝑛−3/4𝑙5/12𝑣0

−1/4
𝑥1/3.                                                        (36) 

Соответственно, высота сечения имеет выражение 

ℎ(𝑥) = (
3

5
)1/4 ∙ 121/4𝐹1/4𝐸−1/4𝑛1/4𝑙5/12𝑣0

−1/4
𝑥1/3.                                                          (37) 

Сравнение объёма материала полученной консоли с объёмом аналогичной конструкции 

постоянного сечения можно вести лишь при конкретной величине n. На основе анализа ре-

зультатов,
 
полученных в примерах 1 и 2, можно сказать, что экономия материала будет в пре-

делах от 19 до 33%. 

Результаты и их обсуждение 

Минимизация объёма материала объекта исследования строго согласована с вариаци-

онными принципами механики деформируемого твёрдого тела, проистекающими из общефи-

зического принципа стационарного действия. При решении предложенных примеров более 

приемлемым оказался принцип Кастильяно, что подтвердила двойственная постановка задачи 

синтеза. 

Для консоли, нагруженной на краю сосредоточенной силой, выгоднее менять ширину 

сечения (экономия материала 33%), чем его высоту (экономия 19%). При одновременном из-

менении ширины и высоты сечения экономия материала будет находиться в этих пределах.  

Заключение 

Представленный алгоритм решения задач синтеза объектов строительной механики не 

требует сложного математического обеспечения, что повышает его практическую ценность. 

Выход за рамки принятой в работе линейно-упругой модели может составить дальнейшее 

направление исследований в данной области. 
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