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Аннотация 
Построена динамическая модель взаимодействия 
двух экономических агентов в области научно–

технического прогресса. Моделирование основано 

на дифференциальных уравнениях с отклоняю-
щимся аргументом. Рассмотрены сценарии, когда 

технологически отстающий агент имеет воз-

можность догнать передового агента. Выделя-
ются два параметра модели – учёт временного за-

паздывания во внедрении передовых технологий; 
степень кооперации или изоляции в процессе 

научно-технического обмена. Демонстрируется 

важность этих параметров на обеспечение опере-
жающего роста. 
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Taking into Account the Delay in Technological 

Renovation 
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Abstract 
The dynamic interaction model of two economic agents 

in scientific and technological progress was devel-
oped. The simulation is based on differential equations 

with deviating argument when time delays can be taken 

into account. There are scenarios when a technologi-
cally backward agent has the opportunity to catch up 

with an advanced leading agent. Two main parameters 
of the model were determined. These are the time delay 

in the introduction of advanced technologies and the 

cooperation — isolation degree in the scientific and 
technical exchange. The importance of these parame-

ters for economic growth is shown in the paper. 
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В соответствие с мировыми тенденциями современные динамиче-

ские модели макроэкономического роста основываются на главном 

драйвере экономического процветания — научно-техническом про-

грессе. Это различные модификации модельного подхода Solow [14] 

(Нобелевская премия 1989 г.), теории производственных функций типа 

Кобба–Дугласа [11]. Ограниченность ресурсов планеты, ускоренный 

научно–технический прогресс, информатизация, роботизация предпо-

лагают различные модификации классического подхода [2, 6, 8, 12, 13], 

где отдельно можно выделить динамическую модель эндогенного роста 

Romer [12, 13] (Нобелевская премия 2007 г.). В [12, 13] научно-техниче-

ского прогресс является главным драйвером роста, что в значительной 

мере подтверждено практическими примерами динамики развития ряда 

стран во второй половине ХХ в., в частности Японии, Южной Кореи, 

Сингапура. 

Современное развитие социально-экономической жизни происхо-

дит на фоне значительного научно-технического прогресса, усложнения 

и специализации отраслей на уровне государств, глобализации, уско-

ренного информационного обмена. Наличие больших баз данных, сете-

вых средств коммуникаций усиливают доступность использования 

научных результатов и технологий. Это изменило условия взаимодей-

ствия, где возникает новый фактор конкурентного преимущества — 

скорость усвоения и внедрения передовых технологий. Эффект времен-

ного запаздывания в процессе проведения научных разработок и внед-

рения новых технологий приводит к экономическому торможению. 

Практическая проблема учёта эффекта временного запаздывания 

на отклик в технических системах привело к разработке универсальной 

теории дифференциальных уравнений с отклоняющимся аргументом [1, 

9, 10], которая применима к исследованию экономических процессов 

[4, 5, 7]. 

В данной работе строится динамическая модель взаимодействия 

двух экономических агентов с учётом временного запаздывания в про-

цессе внедрения результатов научно-технического прогресса. Изна-

чально задаётся, что один из агентов является отстающим и его цель до-

гнать второго. Исследуется роль временного лага и эффекта кооперации 

с передовым агентом на динамику роста.  

 

Модель роста научно-технического прогресса 

с учётом временных задержек 

В рамках неоклассической мультипликативной производственной 

функции валовой выпуск продукции 𝑌 задается в виде [11] 

 

𝑌 = 𝐹(𝐾, 𝐿) = 𝐴(𝑡)𝐾𝛼𝐿𝛽, 
где 𝐾, 𝐿 — основные фонды и живой труд соответственно; 𝐴(𝑡) > 0 — коэф-

фициент научно-технического прогресса; 𝛼 — эластичность по капи-

талу, 𝛽 — эластичность по труду, 0 < 𝛼 < 1, 0 < 𝛽 < 1.  
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Здесь при моделировании для простоты предполагаем, что вло-

женные ресурсы 𝐾, 𝐿 постоянны и одинаковы для всех участников 

рынка. Это означает, что объём выпуска продукции зависит только от 

уровня научно-технического прогресса. То есть от коэффициента 𝐴(𝑡), 

по-другому технологического коэффициента, который и является ос-

новным показателем роста экономики и параметром динамической мо-

дели. 

Пусть на рынке два экономических агента, производящих моно-

продукт Y. Считаем, что ресурсные возможности обоих агентов равны, 

они различаются только технологическими коэффициентами 

𝐴1(𝑡), 𝐴2(𝑡). Индексы означают соответствующего агента. В этом слу-

чае разность этих коэффициентов 𝛿(𝑡) = 𝐴2(𝑡) − 𝐴1(𝑡) характеризует 

одновременно технологическое и экономическое отставание одного 

агента от другого. Зададим в модели, что первый агент в начальный мо-

мент времени является отстающим, т.е. догоняющей стороной с точки 

зрения научно-технического прогресса. Математически это можно запи-

сать в виде начальных условий 

 

∆= 𝐴2(0) − 𝐴1(0) > 0, 𝐴2(0) = 𝐴0,  𝐴1(0) = 𝐴0 − ∆.   (1) 

 

В отличие от классического подхода, будем полагать, что догоня-

ющий агент может запаздывать во времени с внедрением научных раз-

работок и технологий, существующих на текущий момент, т.е. делает 

это с временной задержкой.  

В приближении линеаризованной модели динамические уравне-

ния роста технологических коэффициентов примем [4] следующую си-

стему дифференциальных уравнений с отклоняющимся аргументом 

 

{

𝑑𝐴1

𝑑𝑡
= 𝑎1𝐴1(𝑡 − 𝛾) + 𝑏1𝐴2(𝑡 − 𝜏),

𝑑𝐴2

𝑑𝑡
= 𝑏2𝐴1(𝑡) + 𝑎2𝐴2(𝑡).

    (2) 

 

Здесь 𝑎1, 𝑎2 — положительный коэффициенты технологического 

роста соответствующего агента за счёт собственных автономных ресур-

сов; 𝑏1, 𝑏2 — положительные коэффициенты роста за счёт внедрения 

внешних разработок, то есть другого агента. Коэффициенты 𝑏1, 𝑏2 

можно интерпретировать как характеристики внедрения импортных 

технологий и уровень вовлечённости в международную научно-техни-

ческую кооперацию. Здесь важно, что величина 𝑏1 показывает степень 

использования отстающим агентом 1 технологий передового агента 2. 

Наоборот, 𝑏2 характеризует использование потенциала отстающего 

агента передовым. Из первого уравнения также видно, что догоняющий 

агент может отставать по времени на величину 𝛾 во внедрении собствен-

ных разработок в экономику. Также в модели задано временное запаз-

дывание 𝜏 в использовании технических достижений передового агента. 
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Отметим, что отрицательное значение параметров 𝛾 < 0, 𝜏 < 0 означает 

опережающее внедрение технологий.  

Целью модельного исследования будет рассмотрение изменения 

во времени 𝛿(𝑡) — технологического отставания первого агента от 

агента 2.  

Для аналитического анализа системы (2) сделаем предположение, 

что временные лаги задержек малы, тогда из разложения в ряд получаем 

приближенные выражения 

𝐴1(𝑡 − 𝛾) ≈ 𝐴1 −
𝑑𝐴1

𝑑𝑡
𝛾, 

 

𝐴2(𝑡 − 𝜏) ≈ 𝐴2 −
𝑑𝐴2

𝑑𝑡
𝜏. 

 

Подставляя эти разложения в систему (2), получим 

 

{

𝑑𝐴1

𝑑𝑡
= 𝑎𝐴1 + 𝑏𝐴2,

𝑑𝐴2

𝑑𝑡
= 𝑏2𝐴1 + 𝑎2𝐴2,

    (3) 

 

Где обозначено 𝑎 =
𝑎1−𝜏𝑏1𝑏2

1+𝛾𝑎1
, 𝑏 =

𝑏1−𝜏𝑏1𝑎2

1+𝛾𝑎1
 — обобщенные коэффи-

циенты скорости технологического роста первого агента с учётом вре-

менных задержек, 𝐴𝑖 = 𝐴𝑖(𝑡). Из структуры коэффициентов правой ча-

сти системы (3) видно, что временные запаздывания в процессе внедре-

ния технологий γ, τ одновременно уменьшают оба линейных коэффици-

ента 𝑎, 𝑏 в правой части первого уравнения. Это означает, что запазды-

вание имеет отрицательный эффект на скорость роста коэффициента 

технологического прогресса отстающего агента. Причём временное за-

паздывание любого из параметров γ, τ ухудшается эффективность внед-

рения как собственных, так и заимствованных технологий, т.е. наблю-

дается мультипликативный эффект запаздывания. 

Динамическая модель технологического роста сводится к анализу 

системы двух линейных дифференциальных уравнений первого порядка 

(3) с начальными условиями (1), т.е. к классической задаче Коши, кото-

рая имеет общее аналитическое решение [3, с. 531]. В зависимости от 

комбинации входящих коэффициентов аналитическая структура реше-

ний разная. 

С точки зрения экономики представляют интерес частные случаи, 

имеющие экономическую интерпретацию. Прежде всего сценарии, ко-

гда догоняющий агент 1 сокращает отставание или перегоняет лидиру-

ющего второго агента. С математической точки зрения это означает, что 

величина 𝛿(𝑡) = 𝐴2(𝑡) − 𝐴1(𝑡) во времени должна уменьшиться до нуля 

или ещё лучше стать отрицательной. Отрицательное отставание 

𝛿(𝑡) <  0 означает, что аутсайдер перегнал лидера.  

Ниже представлены сценарии, которые условно расположены 

в эволюционном порядке таким образом, что каждый последующий от-
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ражает этапы технологического взаимодействия отстающих и передо-

вых стран. 

 

Сценарий 1. Условно этот сценарий можно назвать “Отсечение 

от передовых технологий”. У отстающего агента нет возможности ис-

пользовать ресурсы и технологии передового, передовой агент исполь-

зует ресурсы отстающего. В данном случае агент 1 типа колонии–ли-

дера “обирает” отстающего. В этом случае 𝑏1 = 0, 𝑏2> 0. Для этого сце-

нария 𝑎 =
𝑎1

1+𝛾𝑎1
, причём понятно, что технологический прогресс у от-

стающего не лучше лидера, т.е. 𝑎 ≤ 𝑎2. Рассмотрим лучший для коло-

нии случай, когда 𝑎 = 𝑎2 = 𝑎, т.е. темпы роста технологий колонии 

и метрополии сравнялись. Имеем следующее решение 

 

{
𝐴1 = (𝐴0 − ∆)𝑒𝑎𝑡,

𝐴2 = ((𝐴0 − ∆)𝑏2𝑡 + 𝐴0)𝑒𝑎𝑡.
         (4) 

 

Из структуры решения видно, всегда выполняется неравенство  

 

𝛿(𝑡) = 𝐴2(𝑡) − 𝐴1(𝑡) = ((𝐴0−∆)𝑏1𝑡 + ∆)𝑒𝑎𝑡 > 0.   (5) 

 

Это означает, что отстающему агенту 1 недостаточно поднять 

темпы внутреннего роста технологий до уровня лидера, чтобы ликвиди-

ровать отставание. Отстающий должен увеличить темпы роста техноло-

гий, т.е. достичь соотношения 𝑎 > 𝑎2. Это можно сделать увеличением 

𝑎1 и уменьшением времени задержки γ, т.е. более быстрой реакцией на 

внедрении научно-технологических новшеств. 

Отметим, что в данном сценарии нет способа ликвидировать от-

ставание. Это аналог ситуации исторического технологического взаи-

модействия стран колоний и метрополий. 

 

Сценарий 2. Условно здесь “Отсеченный отстающий агент в ак-

тивной технологической позиции”. Здесь также агент 2 эксплуатирует 

ресурсы агента 1, отстающий также отрезан от использования техноло-

гий лидера. Отличие этого сценария от первого в том, что отстающий 

агент более активно ведет технологическое перевооружение, т.е. его 

скорость внедрения технологий выше, чем у агента 2. В модели полу-

чаем следующие параметры: 𝑏1 = 0, 𝑏2>0, 𝑎 =
𝑎1

1+𝛾𝑎1
, т.е. как в первом 

сценарии. Однако здесь выполняется неравенство 𝑎 > 𝑎2. В данном слу-

чае получаем следующее решение для коэффициентов технологиче-

ского роста 

 

{
𝐴1 = (𝐴0 − ∆)𝑒𝑎𝑡,

𝐴2 =
𝐴0−∆

𝑎−𝑎2
𝑏2𝑒𝑎𝑡 +

𝐴0(𝑎−𝑎2)−( 𝐴0−∆)𝑏2

𝑎−𝑎2
𝑒𝑎2𝑡 .

      (6) 
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Анализ параметра технологического отставания в данной ситуа-

ции показывает, что здесь важно, на сколько сильно агент 2 потребляет 

ресурсы отстающей  стороны. Если выполняется условие 𝑏2 < 𝑎 − 𝑎2, 

то отстающий агент догоняет лидера. Для наглядности в частном триви-

альном случае, когда 𝑏2 = 0 система распадается на два уравнения, ко-

эффициент технологического отставания имеет простой вид 

 

𝛿(𝑡) = 𝐴2(𝑡) − 𝐴1(𝑡) = 𝐴0𝑒𝑎2𝑡 − (𝐴0 − ∆)𝑒𝑎𝑡,   (7) 

 

откуда видно, что при 𝑎 − 𝑎2 > 0 𝛿(𝑡) → 0 во времени. Характерный 

масштаб времени, за которое произойдет ликвидация отставания, в дан-

ном сценарии имеет вид  

 

𝑡∗~
1

𝑎−𝑎2
ln(

𝐴0

𝐴0−∆
+

𝑏2∆

(𝐴0−∆)(𝑎−𝑎2−𝑏2)
),    (8) 

 

в частном случае при 𝑏2 = 0 для формулы (7) 𝑡∗~
1

𝑎−𝑎2
ln

𝐴0

𝐴0−∆
 . 

Таким образом, в данном сценарии за характерное время (8) 

агент 1 ликвидирует своё технологическое отставание при условии 

𝑎 −  𝑎2 > 𝑏2. Причём это произойдёт тем быстрее, чем меньше началь-

ное отставание, чем больше автономная скорость внедрения технологий 

и чем меньше лидер будет “эксплуатировать” ресурсы отстающего. 

 

Сценарий 3. Отстающий агент вовлекает технологии современ-

ного уровня и достигает темпов технологического развития агента 2. 

В данном случае параметры системы (3) принимают следующие значе-

ния: 𝑏1 > 0, 𝑏2 =0, 𝑎 =
𝑎1

1+𝛾𝑎1
= 𝑎2 = 𝑎. С учётом начальных условий (1) 

получаем следующее решение 

 

{
𝐴1 = (𝐴0𝑏1𝑡 + (𝐴0 − ∆))𝑒𝑎𝑡,

𝐴2 = 𝐴0𝑒𝑎𝑡.
    (9) 

 

Этот сценарий благополучный, агент 1 обязательно догоняет и пе-

регоняет лидера. Аналитические формулы для технологического отста-

вания и времени, когда агент 1 сравняется по рассматриваемому показа-

телю агента 2 и затем перегонит его, следующие 

 

𝛿(𝑡) = (∆ − 𝐴0𝑏1𝑡)𝑒𝑎𝑡, 𝑡∗~ 
∆

𝐴0𝑏1
.   (10) 

 

Условно этим сценарием можно интерпретировать развитие Япо-

нии после Второй мировой войны. Учитывая, что к началу 60-х годов 

прошедшего столетия Японии технологически догнала передовые 

страны, то есть порядок 𝑡∗~15лет, относительное отставание порядка 

50%, откуда 
∆

𝐴0
~

1

2
 и имеем следующую оценку 𝑏1~

1

30
год−1.  
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Если отстающий агент начинает технологическое перевооружение 

и ускоренно внедряет современные технологии в собственную эконо-

мику, тогда модельные временные задержки становятся отрицатель-

ными, то есть 𝛾 < 0, 𝜏 < 0 и выполняется 𝑎 > 𝑎2. Это следующий сце-

нарий. 

 

Сценарий 4. Отстающий агент внедряет современные техноло-

гии и обгоняет лидера в этом процессе. Модельная версия данного сце-

нария следующая: 𝑏1 > 0, 𝑏2 =0, 𝑎 > 𝑎2. Ниже удобно для простоты за-

писи и восприятия формул ввести следующий обозначение 

𝑘 =  
𝑏1

𝑎−𝑎2
>  0 . Решение в этом случае будет иметь вид 

 

{
𝐴1 = (𝐴0 − ∆ + 𝑘 𝐴0)𝑒𝑎𝑡 − 𝑘𝐴0𝑒𝑎2𝑡,

𝐴2 = 𝐴0𝑒𝑎2𝑡.
   (11) 

 

Из (11) легко получить вид формул для функции технологического 

отставания и времени, за которое отстающий агент перейдёт в статус 

“лидера”. Получаем 

 

𝛿(𝑡) = 𝐴0(1 + 𝑘)𝑒𝑎2𝑡 − 𝐴0(1 + 𝑘 −
∆

𝐴0
)𝑒𝑎𝑡, 

𝑡∗~
1

𝑎−𝑎2
ln

𝐴0(1+𝑘)

𝐴0(1+𝑘)−∆
.    (12) 

 

Здесь интересно сравнить характерные времена 𝑡∗ для сценария 3 

и сценария 4 по формулам (10) и (12) соответственно. В сценарии 3 

главным параметром, определяющим время компенсации отставания 𝑡∗, 

является скорость вовлечения передовых технологий 𝑏1. В четвёртом 

сценарии это время характеризуется разностью скоростей освоения тех-

нологий агента 1 и агентом 2, т.е. величиной 𝑎 − 𝑎2. 

 

Сценарий 5. Симметричный сценарий в условиях современных 

цифровых коммуникаций и активного информационного обмена техно-

логиями. Этот сценарий возможного недалёкого будущего соответ-

ствует следующему модельному случаю: 𝑏1 = 𝑏2 = 𝑏 , 𝑎 = 𝑎2 = 𝑎. Ре-

шение системы (3) с начальными условиями (1) будет иметь вид 

 

{
𝐴1 = (𝐴0 −

∆

2
) 𝑒(𝑎+𝑏)𝑡 −

∆

2
𝑒(𝑎−𝑏)𝑡 ,

𝐴2 = (𝐴0 −
∆

2
) 𝑒(𝑎+𝑏)𝑡 +

∆

2
𝑒(𝑎−𝑏)𝑡 ,

    (13) 

 

Откуда функция технологического отставания отстающего агента 

от агента 2  

𝛿(𝑡) = ∆𝑒(𝑎−𝑏)𝑡.    (14) 
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Здесь выделяется два случая: 

1. Случай “слабого” обмена технологиями, (𝑎 − 𝑏) > 0. Здесь тех-

нологическая кооперация незначительная, автономные технологии пре-

валируют. В этом случае отставание ликвидировать не удаётся. 

2. Случай “сильного” обмена технологиями, (𝑎 − 𝑏) < 0. В данной 

ситуации коэффициент скорости обмена технологиями превышает ско-

рость автономного роста, между агентами условно “технологический 

тандем”. В этом случае технологические уровни выравниваются за ха-

рактерный масштаб времени 𝑡∗~ (b − a)−1, причём в дальнейшем оба 

агента остаются на одинаковом технологическом уровне, никто никого 

не обгоняет, в результате “всеобщее экономическое равенство”. 

 

Заключение 

Подход моделирования макроэкономических процессов при уско-

ряющихся темпах роста научно-технического прогресса предполагает 

учёт эффекта быстроты реагирования во внедрении новых технологий 

в экономику. Модельно это позволяют делать динамические системы, 

основанные на дифференциальных уравнениях с отклоняющимися ар-

гументами. В данном исследовании представлен подход, демонстриру-

ющий важность временных задержек и кооперации в процессе внедре-

ния и обмена технологиями. Безусловно, что представленные резуль-

таты в рамках линеаризованных случаев носят качественный характер, 

но данный математический подход легко обобщается на численные экс-

перименты с заданием статистических макроэкономических данных по 

динамике быстро развивающихся стран, прежде всего юго-восточной 

Азии.  
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